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1>11EFACE. 


Ayant  été  chargé,  il  v  a  quelques  années,  des  fonc- 
tions de  répétiteur  à  l'Ecole  des  Hautes  Etudes  de 
Paris,  pour  le  cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
professé  par  M.  J.-A.  Serret,  j'ai  été  conduit  à  réunir 
un  certain  nombre  d'exercices,  qu'il  me  paraît  utile 
de  publier.  Les  problèmes  contenus  dans  ce  volume 
sont  différents  de  ceux  qu'on  trouve  dans  l'excellent 
Traité  de  M.  Frenet;  aussi  l'Ouvrage  actuel,  loin 
de  faire  double  emploi  avec  celui  de  M.  Frenet,  en 
forme  plutôt  un  complément  naturel  :  tandis  que 
ce  dernier  s'adressait  aux  candidats  aux  Écoles  et  à 
la  Licence,  le  mien  est  désigné  plus  spécialement  aux 
candidats  à  la  Licence  et  à  l'Asrégation. 

J'ai  donné  un  grand  développement  aux  applica- 
tions géométriques  du  Calcul  différentiel  et  intégral, 
espérant  ainsi  rendre  plus  attra vantes  des  théories 
assez  difficiles  ;  je  signale  en  particulier  les  questions 
relatives  aux  surfaces  orthogonales,  qui  donnent  de.^ 


VIII  PRÉFACE. 

exercices  intéressants  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles. 

Il  m'eût  été  impossible  de  signaler  à  chaque  instant 
les  Ouvrages  auxquels  j'ai  emprunté  quelque  chose; 
je  me  bornerai  à  dire  que  j'ai  puisé  fréquemment 
dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de 
M.  J.  Bertrand,  dans  celui  de  Todhunter,  et  enfin 
dans   le   Recueil  d'Exercices   de    AI.    O.   Schlomilch. 

F.  TISSERAND. 

Toulouso,  octobre  1876. 
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r        r  '        a'         b-  '  r .  t    r.  j 
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demande  de  déterminer  la  courbe  donnée  de  manière  : 
lO  Que  l'angle  de  l'un  des  axes  de  la  conique  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  soit  constant '^^''i 

32.  2°  Que  la  conique  soit  toujours  une  parabole 26S 

33.  3°  Que   la  conique    soit  toujours   une  hyperbole   équila- 

tère 269 

34.  4°  Q"c  la  conique  soit  une  ellipse  de  surface  constante..  . .     271 
33.         Trouver  les  courbes  telles  que  le  secteur  compris  entre  la 

courbe,  un  rayon  vecteur  fixe  et  un  rayon  vecteur  quel- 


=  • ^/G 
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conque  soil  dans  un  ra|i|iort  constant  avec  le  triangle 
l'orme  par  la  normale,  le  rayon  vecteur  et  la  pei-pendi- 

culairo  au  rayon  vecteur  menée  par  h;  pôle ^tH 

3G.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  ti'ianjle  formé  par  la  tan- 
gente, la  normale  et  la  poi^poruliculairc  au  rayon  vecteur 
menée  i)ar  le  pùli;  ait  une  surface  constante 27J 

37.  Trouver  les  courbes  telles  que  les  longueurs  de  la  tangente 

et   de   la    normale  polaires    soient   liées  par  l'équation 

E       1 

38.  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous-tangente  i)o- 

laire  est  une  fonction  donnée  de  la  sous-normale  polaire. 

—  J[)plicatious 276  et     277 

39.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure  ait 

un  rapport  constant  avec  la  normale  polaire 279 

40.  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  il  existe   un   rapport 

constant  entre  le  rayon  de  courbure  et  la  projection  du 
rayon  vecteur  sur  la  normale 280 

41.  Trouver  les  courbes   telles  que   0  =  -;———,    V  désignant 

sin"'V  "^ 

l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur.  —  applica- 
tions     285 

42.  Trouver   les    courbes   telles    que    -  =  J\\).  —    applica- 

tions        289  et     290 

43.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  Q[r).  —  applications  :     293 

44.  i*'  p  =  Kr;  développée  de  la  courbe 294 

r' 

45.  1°  pr=— 3o3 

'         a- 

4G.        30/5^- 309 

47.  !^o  p^l^LL 3,3 

48.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont  la 

première  courbure  est  constante;  trouver  ce  que  devient 
cette  courbe  dans  le  développement  du  cylindre 3t5 

4'J.  Même  question  lorsqu'on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 
dont  le  plan  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la 
surface 220 

50.  Trajectoires  obliques    des   méridiennes  d'une    surface    de 

révolution.  —  Application  au  tore 32i   et     323 
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Quelle  doit  être  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution 
pour  que  les  projections  des  trajectoires  sur  l'équateur 
soient  des  paraboles  de  même  paramètre  et  de  même 

foyer 325 

51.         Trouver   les  lignes  de  courbure  de   l'hélicoîde  gauche  à 

plan  directeur 327 

5Î.         Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  e-  =  --cosjrcos_r.     329 
53.         Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  développable 
représentée  par  les  équations 

z  =^  a..v  -h  J 'J>{  V.)  -h  Vx^  \J  I  -i-  a.'-  -h  f'^a.  ) , 

V'i-t-«'-Hç)'(a) 

où  a  est  le  paramètre  variable  et  R  une  constante 33o 

5i.         Trouver  les  lignes  géodésiqucs  de  l'hélicoîde  gauche  à  plan 

directeur 33î 

55.  Trouver  parmi  tous  lesconoïdes  droits  ceux  dont  les  rayons 

de  courbure  principaux  sont  en  chaque  point  égaux  et 

de  signes  contraires 335 

56.  Môme  question  pour  les  surfaces  engendrées  par  une  droite 

qui  reste  toujours  parallèle  à  un  plan  fixe 336 

57  à  59.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface.  —  Ap- 
plications  à  l'hyperboloïde ,  à  une  nappe  et  aux  co- 
nuides 338,  SSg  et    3^0 

60.  Trouver  sur  l'hyperboloïde  les  courbes  qui,  en  chacun  de 
leurs  points,  sont  tangentes  à  l'une  des  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  génératrices  reclilignes  qui  passent 
en  ce  point 3.(2 

Gl.         Trajectoires  orthogonales   des   génératrices  rectilignes  du 

paraboloïde  xjr  :=.  az 3^7 

02.         Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =:  —  fait  partie  d'un 

système  triple  orthogonal,  et  trouver  les  deux  autres  fa- 
milles du  système S.'jS 

63.  Note  sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques       35 1 

Ci,         Trouver   les    systèmes   orthogonaux    dont    font   partie   les 

sphères  a  = '■ 356 

X 

65.  Même  question  pour  les  cônes  a  =  — 362 


T.VUM-:     DF.S     MATir.UES.  X I K 

Nunu'ros 
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GC.         Mùmo  question  pour  los  surfaces  a  =  xj'z 305 

G7.         Déterminer  les  fonctions  X  =y(x),  Y  :ï=  ç)(j  ),  7.  =  'p{z), 

de  facj'on  <jue  le  système  de  surfaces 

X.  Y  Z 

-H 7  H =  r, 

p  —  a       p  —  £>       p  —  c- 

X  Y  Z 

1 tH-- ■=  ', 

/A  —  a       jx  —  o       [x  —  c 

X  ^  Z 

-i T  H =  I 

V  — -a        v  —  b        V  —  c 

soit  orthogonal 369 

G8.         Déterminer  la  fonction  U  de  x,y-,  z,  de  façon  que  le  système 

p  —  u   '    p  —  /?       p  —  c 

x-  1-  z^ 

(-  -^ H —  U, 

//.  —  a        jj.  —  o        ij.  —  c 

•j  —  a        V  —  l>        V  —  c 

soit  orthogonal 3^3 

G9.         Déterminer  les  fonctions  p  et  ^  de  façon  que  la  famille  de 
surfaces   représentées    par    l'équation    «  =  y(s)'ji  |  —  J 

fasse  partie  d'un  système  orthogonal I77 

"0.         Les  fonctions  »  et  li  étant  déterminées,  trouver  les  deux 

autres  familles  du  système 38/^ 
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Problème  n«  1. 
Etudier  les  variations  de  la  fonction 


y  ■=.  .T  —  —  tang.r  —  -  sin.r, 


\and  X  varie  de  z 

ero  a  -  • 
2 

Je  calcule 

dy . 

d.x  ' 

g  =  - 

X 

2                3. 

cos-, 

V  I   

2 

COS^.r 

3cos'. 

r         3 

3  cos^r 

ri=c 

—  COS.r- 

^  2COS'.r  —  COS.r 

—  I 

» 

'                 Scos^r 

dy 

f  I  —  COS.r)'  (2  COS.r  +  I 

) 

d.r 

3cos^r 

T.  —  Rec. 

1 

2  PREMIERE    PARTIE. 

Donc  -j-  est  toujours  négatif;  y  décroit  sans  cesse  quand  x 

varie  de  zéro  a  ->  et,  comme  y  ^^  ç>  pour  a:  =  o,  i  est  né- 
gatif dans  tout  cet  intervalle;  ainsi,  x  désignant  un  arc 
compris  entre  zéro  et  -»  on  a 


^1  2    . 

T.  <^-~  tang-r  -h  -  sin.r 


Problème  n°  2. 
L  équation 

(ij  arc  tang.r  — 

a-t-ella  des  racines  réelles? 
Considérons  la  fonction 


I  -'-  X- 


nous  trouverons 


jr  =z  arc  tangx  —  — 


^J 


clx         (l-f-.r')' 

cette  dérivée  étant  toujours  positive,  j-  augmente  conslam- 
ment  quand  x  varie  de  zéro  a  -i  pour  x  =  o,  j  ^=  o  :  pour 

x  =  -f-  co  ,  j=  -  ;  quand  on  change  x  en  —  x^  y  se  change 

en  — y .  Donc  l'équation  (i)  aura  une  racine  réelle  si  ni  e>l 

compris  entre et  H ;  cette  racini'  aura  du  reste  le 

signe  de  ///  ;  si  ni  est  eu  dehors  des  limites  précédentes,  il 
n'y  aura  aucune  racine  réelle. 
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Problème  n»  3. 

Combien  l'équation 

arc  tangx  —  mx  =  o, 

dans  laquelle  ni  est  une  quantité  positive,  a-l-elle  de  ra- 
cines positives  ? 

En  prenant  arc  tangj:  <^  -,  considérons  la  fonction 


y  z=  arc  tang.r  —  m.T, 
qui  donne  lieu  à  la  dérivée 

dy  i  I  —  m  —  m.T"^ 

d.r         i  -h-  x^  )  -f-  .r- 

Si  t?i  est  plus  grand  que  i,  —  étant  toujours  négatif,  j)^  dé- 
croît sans  cesse  :  il  varie  donc  de  zéro  à  —  oo  quand  x 
varie  de  zéro  à  -f-  co  ;  si  /n  est  plus  petit  que  i,  la  dérivée 

1              .      1        ,       ,       /i  —  m 
est  positive  quand  x  varie  de  zéro  a  i  / »  j-  augmente 

depuis  zéro  jusqu'il  un  certain  maximum 


/i  —  m  , 

j,  =:  arc  tang  \ / \/m  —  m', 

y      m 

pour  décroître  ensuite  de  ce  maximum  }  i  jusqu'à  —  ce  , 
quand  x  varie  de  i  / à  -f-  co  •  donc,  dans  le  cas  de 

m<^i,  l'équation  proposée  a  une  racine  positive  et  une 
seule. 
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Problème  n°  4. 


Faire  connaître  le  nombre  de  racines  comprises  entre 
zéro  et  tt  de  l' équation 

Unix  —  a) 
(I  V-; '-=zm, 

dans  laquelle  m  désigne  ujie  quantité  positii^e  et   a  un 

angle  compris  entre  zéro  et  -•  (Cette  équation  se  présente 

dans  le  calcul   de  l'orbite  d'une  planète  à  l'aide  de  trois 
observations.) 

Construisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

sin(a:  —  a) 
sin*j:       ' 
on  trouve 

df        sin xeos  (3?  —  a)  —  4  cos-r  sin  [.r  —  a) 
djf  sin^.r 

dy  cos.rcos(.r  —  x)[tangjr  —  4^'^rig(.r  —  a)] 

d.T  sin*.r 

Cherchons  les  valeurs  de  x  qui  annulent 

tang.r  —  4''"^&  (■'■  —  "■)'■> 
nous  aurons 

3rJ=v'9  — i6tan^''a. 

2)  tangj:  =  2 ï^— 

^    '  °  2tanga 

3 
Supposons  d'abord  tanga  ^  -j  :  alors  les  valeurs  que  nous 

.      .  dv 

venons  de   trouver  pour  tang.r  sont  imagniaircs;  -j-  est 

toujours  positif  pour  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  zéro 
et  7:  j  donc  y  croît  sans  cesse  de  —  00  à  -—  x  quand  .r  varie 
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de  zéro  à  tt.  Doue,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  admet  une 
racine  et  une  seule. 

3 
Supposons  maintenant  {Jig.  i)  tanga  <^  y  5  les  deux  va- 
leurs de  tango:,  fournies  par  l'équation  (2),  sont  réelles  et 
positives.  Soient  x'  et  x"  les  angles  aigus  correspondants  \ 
X  variant  de  zéro  à  x',  y  croît  de  —  00  jusqu'à  un  certain 
maximum  }'j  \j  décroit  ensuite  jusqu'à  un  certain  minimum 
y^  ^  o,  qu'il  atteint  pour  x  =  x" -.^  enfin,  x  variant  de  x" 
à  71,  }'^  croit  de  j^  à  -^  co  . 

Fig.  .. 


Si  donc  jJi  est  plus  petit  que  7  27  l'équation  (1)  aura  une 
seule  racine  entre  zéro  et  7r  ^  elle  en  aura  trois  si  m  est 
compris  entre  y\  et  ji,  et  une  seule  si  m  est  plus  grand 
queji. 

Problème  n°  5. 


Combien  l'équation 


(0 


,-^('-i) 


m, 


dans  laquelle  a  désigne  un  arc  compris  entre  zéro  et  — 
et  m  une  quantité  positive,  a-t-elle  de  racines  réelles? 
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Je  vais  construire  la  courLe  qui  a  pour  équation 


les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la 


droite  r  =  m  seront  les  racines  cherchées.  Formons  -7-» 


1  f-  •  I  —\         8'na  /  1  ■ 

le  signe  de  cette  dérivée  sera  le  même  que  celui  de  l'ex- 
pression 

r 

\jl.r.  —  sina  (or' H-  l)]. 


I 
l.r 


Les  deux  racines  de  l'équation 


sont 


on  aura  donc 


9.  .r 

-. h  I  —  o 

sma 


3C  et. 

tang  -      et      cet  -  : 
2  a 


dy  sina  /  a\    /  a\ r-(^--) 

dx  IX   \  ^  ij   \  2/ 


remarquons  que  tang  -  est  plus  petit  que  cot  -•  rour 
x  =  o,  j--  se  présente  sous  la  forme  o  X  <^  :  on  trouve  (jue 
y  est  infini;  -"-  sera  négatif  tant  que  ;f  sera  plus  petit  t|ue 

tang  -■,  J  est  donc  décroissant  :  son  miniuium  est 

sin  a  /           a  n  \ 

a     ~        "  l  '*"P col  -  1 

j,  =  tang  ~e      ^    ^      '        '  ^  , 
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a      (ly 


X  étant  compris  entre  lan^  -  (;t  col  -■>   --  est  positif;  r  croit 

^  *^  2  2     a./:  '■ 

jusqu  a  un  maximum  (pu  a  lieu  pour  jr  =^  col    ?  et  qui  est 


j,  =  cot  -  f'-*^""". 
2 


Enfin,  j?  variant  Je  cot  -  à  -i-  oo  ,  7'  décroît  sans  cesse  de 

j  2  à  zéro.  Si  donc  m  esl  plus  yrand  que  cot-  e"'^"'"*,  l'équa- 
tion (i)  aura  une;  seule  racine  réelle;  cette  racim;  sera  coni- 
prise  entre  zéro  et  tang  -  •  Si  m  est  compris  entre  cot  -  e~'°'* 

Fi{j.  2. 


et  tang-e''"*",  l'équation  (i)  aura  trois  racines  réelles  :  une 

entre  zéro  et  tang-?  Ja  deuxième  entre  tang-  et  cot -5  la 

troisième  plus  grande  que  col--  Si  ;/i  est  plus  petit  que 

tang  -e'^"'",  l'équation  (i)  n'aura  qu'une  racine  réelle  plus 

grande  que  cot-- 

On  peut  remarquer  que  /i  ■)'«  =  '  5  cherchons  les  varia- 
tions de  j^j  et  de  j  2  quand  a  varie  de  zéro  à  -'  On  a 

dji  cos'a 

d%  a. 


8 
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donc,  a  variant  de  zéro  à  -»  7  i  croit  de  zéro  à  i  et,  par  suite, 

j's  décroit  de  -t-  00   à  i;  ainsi  ces  deux  quantités,  d'abord 
Irès-dilïérentes,  finissent  par  devenir  égales.  La  fonction 

y  z=:  .r.e     ^  ^        '^  ' 

n'a  plus  de  maximum  ni  de  minimum  quaù<î \r  varie  de 
zéro  à  +  00  ;  elle  décroit  constamment  de  --  ao  à  zéro.  La 
dérivée 

dx  IX 

s'annule  bien  pour  x  ^^  i ,  mais  sans  changer  de  signe. 

Problème  n»  6. 
Combien  l'équation 

,   ,  \'ix^  -h  3.r 

(I  arc  tangx — -. ;:.=o 

a-t-elle  de  racines  réelles?  On  prend  dans  tous  les  cas  la 

'valeur  de  arctaneo:  entre  les  limites et  -, 

^  22 

Construisons  la  courbe  qui  a  pour  équation 

1 3  :r'  -r-  3  r 


y  =  arc  tango: 


3x*-4-i4x5-f-3 


et  il  nous  suffira  de  chercher  les  points  où  cette   courbe 

coupe  l'axe  des  x.  L'équation  (2)  ne  changeant  pas  quand 

on  change  x  en  — x  et  j'  en  —  7  ,  la  courbe  admet  l'origine 

pour  centre  ^  les  racines  cherchées  sont  donc  deux  à  deux 

égales  et  de  signes  contraires.  Pour  a"  =  o,   >=  o-,  pour 

1 3  .T^  — ^-  3  X 

X  =  -J-  00  ,  la  fraction  x '■ — > — '—;:  est  nulle,  y  est  égal  à 

3.r«-f- 14»' H-  3  ^  ^ 
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T       .  ,.        ,  .  .  .      p  dy      . 

-•  Alla  d(î  savoir  coiuiiicnl  varie  )  ,  it-  lornie    ,-;  le  trouve 

<>:  ^  _  j_ 

dx         \  -h  x"^ 

(l3x'-f-3j:)fl2.r*-!-28xj  — (39.r=+3)(3j:M-l4^'-H3) 

"^  (3.r«n-i4^'  +  3)'  ' 

(a,  après  certaines  réductions,  il  vient 

dy  l6.r*(3.r< — 2.r' — i) 


bien 


dœ        (l -r-.r';  (3.r*  + i4x'+  3)- 

dy  _       i6.r<(3.r'-i-i)(j:î— i) 
^  ~~  (l-+-.r=)(3^*+l4.r^-+-  3)' ' 


cette  dérivée  est  négative  pour  x  <C  i ,  positive  pour  x'^i., 
donc  j'  décroit  tant  que  x  est  plus  petit  que  i;  par  consé- 
quent, dans  cet  intervalle,  la  valeur  de  j^  est  négative  \  son 
mininium  est 

Jl=    T   —   g=    -  0,0145 

pour  X  compris  entre  i  et  +  ce  ,  r  croit  sans  cesse  \  il  est 

égal  à  H pour  a:=  -f-  oo  ;  donc  il  existe  une  valeur  x^ 

comprise  entre  -t-  i  et  H-  oo  ,  qui  annule  j',  et  il  n'y  en  a 
qu'une  seule.  Pour  x  =  y/3,  on  trouve 

,/         ,v'3 


■      3  V         4 

quantité  positive  ^  donc  Xq  est  compris  entre  ^  et  -^  •  Ainsi 

l'équation  (i)  admet  les  trois  racines  réelles  o,   -f- Xo  et 

—  Xo,  Xo  étant  compris  entre  -  et  ^r- 

4         3 
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Problème  n°  7. 
L'équation 

(l)  e'V^'-'z=m(.r  +  y'x'—  i), 

dans  Laquelle  on  suppose  m  ^o,  est-elle  vérifiée  par  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  x  supérieures  à  i  ? 

Considérons  la  fonction 

\2)  y—  — 


X  ~  \.x- I 

et  demandons-nous  si,  x  variant  de  -h  i  à  -t-  ao  ,  cette  fonc- 
tion peut  devenir  égale  à   m.  Pour  x=  j,    7=1^  pour 

X  =  -+-  00  ,  7'  =  -î-  00  .  De  l'équation  (  2  )  nous  lirons 

^^%X  =  ^  V^-^'  —  I  —  l»g  (  J-  4-  \/j:'  —  I  ), 

'  dy  •*■■'  /-F"—  '  /"- — 

—  —  =  ■■  -T-  y.?.  —  I Tz:z:=.  =  2  yj:- —  I  ; 

y  ^^^      \Jx- —  I  sfx'^ —  I 

-J-  a  toujours  le  signe  +•,  donc,  x  variant  de  -r-  1  à  -r-  oc  , 

Y  augmente  constamment  de  t  à  -t-  00  5  donc  l'équation  (i) 
admet  une  racine  x  supérieure  à  1 ,  et  une  seule  si  ///  est 
plus  grand  que  i  :  elle  n'en  admet  pas  si  /;/  est  plus  petit 
que  1 . 

Problème  n°  8. 

L'équation  tangz  =  z  a-t-elle  des  racines  imaginaires 
de  la  forme  z  =  x  -i- r  \j —  i  ? 

On   sait  que  cette   équation   a   une  infinité   de  racines 
réelles;  cherchons  si  elle  admet  des  racines  imaginaires. 
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On  devra  avoir,  en  faisant  z  =  x  -\-j  \J —  i  , 


z=^  tangz 
ou 


sini 


^  I  \  cos\x -\- y  \l  —  i  ) 


mais 


sin  2  a:  +  sin  (  2 j  V  —  0 . 
ces  SX  -i-  003(2/  ^ — 1  ) 


;in(2Jv^— I  ]= V— I, 


,  /'     .  / —  ^      ^ 

-~  e   -J 

C<JS  \J.J^         l  )  — ■ 

2           ' 

il  viendra  donc 

sin  2x  -1 

cV  —  e-V     

(2)                .T    \    rsl      I-                          eV+e-V       ' 

COS2.r  -4-  — — 

égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  sj —  i,  et 
nous  aurons 


(3) 


On  tire  de  là,  par  division,  en  supposant  x  eij  différents 
de  zéro, 

,.  sin  2^        <?'/— e"'-'' 


Sin2.r 

• 

C0S2J:  -\ 

2 

■'.'■ 

2 

e^J  H-  e- 
cos2.r+  

-y 
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Or  le  second  membre  de  cette  équation  développé  en  série 
convergente  est  égal  à 


1.2.3.4.5 


il  est  toujours  supérieur  à  i,  sauf  pourj'  =  o,  auquel  cas 
il  est  égal  à  i.  Le  premier  membre  de  l'équation  (4)  est 
toujours  plus  petit  que  1 5  l'équation  (4^  est  donc  impossible, 
et,  par  suite,  il  faut  que,  dans  les  équations  (3),  x  ou  y  soit 
nul.  Je  dis  que,  si  x  est  égal  à  zéro,  il  en  est  forcément  de 
même  de^  -,  en  effet,  dans  l'équation  (2),  faisons  x  =  o,  et 
il  viendra 

eV  —  e—r 

1  c'y  —  e~-/ 


y 


ou  bien 


ey -\- e-'^T        i^er-^errf 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  les   exponentielles  par  leurs 
développements  en  séries  suivant  les  puissances  de  >', 


J'     _^         J' 


1.2.3        1 .2.3.4 .5 

j'  y^ 


1.2      1.2.3.4 

les  termes  du  numérateur  de  la  fraction  du  second  membre 
sont  respectivement  inférieurs  à  ceux  du  dénominateur; 
donc  le  second  membre  est  toujours  plus  petit  que  i . 
excepté  pour  )=o.  Ainsi  la  dernière  équation,  pour  être 
satisfaite,  exige  que  r  soit  nul;  la  supposition  de  x  =  o 
entraine  donc  j'  =  o,  et  il  ne  rt-ste  plus  qu'à  faire  >  =  o. 
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auquel  cas  l'équation  (2)  deviendra 
X  =  tang.r; 

donc  l'équation  tangc  ^=  z  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

Problème  n^  9. 

L'équation  tangz  ^=hz  a-l-elle  des  racines  imaginaires? 
Faisons 

z=..v  +  y  ^ —  I , 

et  l'équation 

(i)  kz=iM\gz 

deviendra 


(2)  /(.r+jV-,) 


c'y —  e"'-^    I 

sin  7.  X  H V  —  ' 


ces  IX  —. 


Cette  équation  donne  les  deux  suivantes 

sin2.r 
kx 


f,j  = 


C0S2.r  4- 

eV-\.e--r' 

1 

e'r. 

—  e-'-r 

1 

cos2.r  4 

eV  H-  erV 

on  en  déduit  par  division,  en  supposant  x  et  y  dilîérents 

de  zéro, 

sin  2  X       c^y  —  e~'^y 
IX  [^y 

et  nous  avons  vu,  dans  le  problème  précédent,  que  cette 
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équation  est  impossible  5  il  faut  donc  admettre,  ou  bien  que 
y  =  o,  et  alors  l'équation  (1}  n'aurait  pas  de  racines  ima- 
ginaires, ou  bien  que  x  =  o.  Dans  l'équation  (2),  faisons 
x  =  o,  et  nous  aurons 

ev  —  e--f 


c'y  -\- e-'^T -•-  •?. 


ou 

(4) 


/r  = 


c^  -4-  e-y 


Pour  savoir  si  cette  équation  admet  des  racines  réelles, 
je  vais  construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 


(5; 


er. 


e-y 


er  -h  c-y 


et  je  n'aurai  qu'à  chcrclier  les  points  où  cette  courbe  est 
cou])ée  par  la  droite  a  =-.  ky.  On  a 

du  __  4  . 

^  ""  [er^e-yy' 

a  croit   constamment   avec  j^  pour  j)=  o,  u  ^  o  :    pour 
;-= -r-oo  ,  a=.- 15  nous  obtenons  ainsi  {Jig.3'   la  branche 


infinie  OC  tangente  en  O  à  la  bissectrice  de  l'angle  iiOv 
car,  pour  x  =  o, 

(lu 
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La  courbe  est  située  au-dessous  de  cette  tangente,  car,  en 
développant  les  exponentielles,  on  a 


!■  ^ 


«  — r 


I     9.3 


c'est-à-dire 


i-f-  '- — 

1  .2 


"<r- 


Enfin,  l'origine  étant  le  centre  de  la  courbe,  nous  trace- 
rons facilement  la  branche  OC  répondant  aux  valeurs  néga- 
tives de  j  . 

Cela  posé,  si  k  est  plus  grand  que  i ,  la  droite  u  —-  hj  est 
une  droite  telle  que  OB,  comprise  dans  l'angle  «OA;  elle 
ne  coupe  pas  la  courbe  :  l'équation  (i)  n'a  donc  pas  de  ra- 
cines imaginaires. 

Si  A"  est  plus  petit  que  i,  la  droite  u-^^hy  est  comprise 
dans  l'angle  ^Oj  :  elle  coupe  la  courbe  en  deux  points  C 
et  C'5  on  trouve  deux  valeurs  H-jo  ^t  — jo  pour  y.  La 
conclusion  est  donc  la  suivante  : 

L'équation  tangz=:A2r  n'a  pas  de  racines  imaginaires 
si  h  est  plus  grand  que  1;  elle  en  a  deux,  et  deux  seulement, 

2,  —  —  Je  V'—  I       et       ^2  —  -f-  r»  V'—  '  ' 

si  A  est  plus  petit  que  i. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  les  pro- 
positions suivantes  : 

1°  lU équation  tangcr  =kz  -\-h^  où  h  n'est  pas  nul,  n'a 
pas  de  racines  imaginaires  si  A  est  égal  à  zéro,  ou  plus 
petit  que  zéro. 

2"  L'équation  tangz  =  -^— ; — 7  n'a  pas  de  racines  ima- 
ginaires si  a  est  plus  grand  que  Z»,  h  étant  positij. 


é 
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3°  L  é(/ liai  i  071  langz=  — ^n  a  (jue  des  racines  réelles 

et  des  racines  i/na^inaii'es  de  la  forme  z  =  ^  y' — i-  elle 
n'a  point  de  racines  imaginaires  dans  lescjuelles  la  partie 
réelle  soit  différente  de  zéio. 

Remarque,  —  Ce  qui  précède  est  tiré  presque  textuelle- 
ment du  premier  volume  des  anciens  Exercices  de  Mathé- 
matiques de  Caucliy. 


Problème  n°  10. 

appliquer  la  formule  de  Leihnitz  à  la  recherche  de 
l' expression 

do-." 

La  formule  de  Leibnitz  est 

d".uv d"i'        n  du  d^-U' 

~dÂF  ~~      dx"  I    7h:  d.r^'~^ 

nous  ferons  ici 

//  ^  (l  —  .r)",      V  z=z  x", 

et  nous  trouveions 

l    U„—  1.2.3.  .  .«1  —x]"—  i"yx{-l  —  .r)''-' 

On  peut  obtenir  cette  dérivée  d'une  autre  façon;  en  ellet, 
en  développant  (i  —  x)"  par  la  formule  du  binôme,  on 
trouve 

V  r  "  n{n  —  I ]  I 

j:"(i  —  x)"=(—  i)"     X-" X-"-'  -\ ■■ ^  j.'"-3_  .  .  .      • 


EXERCICES    SUR    LE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  VJ 

On  a  donc  aussi 


(2) 


(   U„=(—  i)"    2n[-?.n—  i)..  .[n  -f-  i).!" 


(2« —  l)  [2,n  —  2J.  .  .  «jr"    '  -I- 


]• 


Comparons  les  expressions  (i)  et  (2)  tleU,,,  et,  en  parti- 
culier, les  coefficients  de  j?"  dans  ces  deux  expressions,  et 
nous  trouverons 

,.,.3...„(-.>S.H-f-V-H["-^']V. 

( —  \)"in{in  —  I ) .  .  .  ( /?  +  I ), 


d'où 


-(tÏ 


1 . 2 ...  « 


ce  qui  est  une  formule  connue   pour  l'expression  de  la 
somme  des  carrés  des  coefficieuls  du  binôme. 


Problème  n°  11. 
Prouver-  que  l'on  a 

F(.r) 


d"-'    fx  —  cota\ 


(./:'+ If 


OÙ  F(jc)  est  uîi  polynôme  de  degré  n\,  montrer  que,  quel 
que  soit  l'angle  a^  V équation  F(x)=:  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  et  donner  l'expression  de  ces  racines. 

On  a  en  efï'et,  en  faisant  pour  un  instant  cota:  =  «, 

X  —  a  ifi  —  a\J  —  \  \  -\-  a  y/ — i   j 

I-f-.r'~  2[^_|_^_I  r  — v-Ii    J' 


T.  —  Rec. 


i8  phemière  partie. 

et,  en  prenant  les  dérivées  {n  —  i)'""", 


1  .2.  .  .(«  —  Ij 


dx"-^ 


lf_   V'-'  r  I  —  <^V  — I   ^    i  +  ay  — I  "I 


Nous  avons  donc 

F(.r)  = 


^-  1.2.3.  ..(«-i) 


X  [ (  I  —  «  V^  I  )  (•'^  —  V'  —  ï  )"  -^  (  ï  -^  «  S  —  0  C^  -^  S  '  —  '  /  "  ]  ' 
expression  d'où  les  imaginaires  doivent  disparaître;  faisons 


a:  =  cotô, 


et  il  viendra 


(l  —  a\/  —  l){.T  —  sJ—l)"-\-{l  -f- rt  y' —  I  )  f  .r  -4-  \/— I  ;' 

(  1  —  a  ^/—  1  )  (  ces  «  9  —  y' —  1  sin  «  5  ~I 

1  sin  «9  j 


I 
sm" 


in"9  |__j_(,  _^  asT-i)  (cos«9  —  y' 


sin"  9  ^ 


2  sin  «  9 
sin"  9 


cot«9  —  cota). 


Ainsi  les  racines  de  l'équation  F(a')  =o  seront  données 
par  l'équation 

tang«0  =^  tanga; 

ces  racines  seront  donc 


a  /aîrX  (x        n--l     \ 

^.=  tang-,    x,=  tang(^-  +  -j,...,   ......  tang(^-  -f- -—-:rj 
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Problème  n»  12. 
Prouver  (jue  la  jonction  y  de  x  définie  par  V è(f  nation 

(,)  arccos^  =  log(-|y' 

vérifie  l'équation  différentielle  linéaire 

,      V  '^""^'j  ,  ^         <-/"  +  '»-  iV'Y 

En  dilFérentiaiit  une  première  fois  l'équation  (i\  on 
trouve 

(3)  _^_=„:'- 

v«-— j'  ^ 

ou  bien 

dj 


DifFérentions  de  nouveau,  et  nous  aurons 

d^j-        dy  ny        dy 

d.v^         dx         Jqï       yi  dv 

OU,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3), 

d'^Y  dy 

_^  _f.  .^  ^  _(_  n\r  --  o  ; 

dx^  dx 

difierentions  n  fois  à  l'aide  de  la  formule  de  Leibnitz,  et  il 
viendra 

d"^y  d-+^y  .d'^y    .        d"^'j 

x^  — — — -  +  2 nx  — — —  -\-  n(n  —  1)  —^  -h  x  — — - 

d"r  d"Y 

dx"  dx" 

en  réduisant,  on  tombe  sur  l'équation  (2). 

2. 
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Problème  n°  13. 

Irouver  la  dérivée  ji""""  de  j  =  e'. 
On  a 

(i)  J  =  e^, 

d.r  ST.- 

d^y  I  ,    j 

d^'y               I  - 

-7—  = :(!-+-  6.r  H-  6.r')e'' 


On  est  conduit  à  poser  , 

Q„  étant  un  polynôme  de  la  forme 

(4)  Q«=l  ~a,.T  -^  a,.r^-h.  .  .-f-rt„_,:r"-'. 

Il  faut  trouver  la  loi  des  coefficients  ^j,  a^..  .  . ,  a„-i. 
Des  deux  équations  (i)  et  (2),  je  tire 

(5)  '■|+-^  =  °- 

Je  prends  la  dérivée  «'^'"'"  du  premier  membre  de  cette 
équation,  en  appli(|uant  la  formule  de  Leibnitz,  et  j'obtiens 

d"-^'r  d"y  ,  d"-'r        d-y 

x^  — — --  +  2/?.r  — —  -h  n\n  —  i  )  — -i -^  =  G; 

dx"-^^  dx"  ^  dx"-^  dx" 

,  ,  .  .  ,  d''-^'r     d^r    d''-'r 

dans  cette  équation,  je  remplace  3— ^-  '    ,—  '  —, — f;  respec- 
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tivement  par 

(_,)"+"  x-'"-'Q„+,e^,      (—1  )".»-»"  Q„<?^      (~i)"-'.r-="+'Q^,e\ 

valeurs  tirées  de  la  formule  (3),  et  je  trouve,  en  suppri- 

mant  le  facteur  commun  e', 

(6)  Q„+.—  (2«.r+l)Q„-4-«(«  —  i).r=Q„_,  =  o; 

nous   avons  ainsi   une  relation  entre  les  trois  polynômes 
consécutifs  Q„_i,  Q„,  Q,,+i. 

Je  dilïérentie  la  formule  (3),  ce  qui  me  donne 


(—  l)V^  L:--"  1^  _  (2«.r  -I-  l).r-s«-'Q„    , 


OU  bien,  en  remplaçant  -,-;^,  par  ( — i)""^'^~^"~*Qn-fie^ , 


(/.r"+' 


Q„+,  —  (2«.r-T-  OQn^-^'-^  =0- 


Comparant  cette  formule  à  la  formule  (6),  on  en  conclut 

(7)  ^  =  "("~'^^"-'- 

Voilà  encore  une  relation  importante  entre  nos  polynômes. 
Je  dilïérentie  les  deux  membres  de  la  dernière  équation, 
je  trouve 


dx^  ^  '      d.r.     ^ 

la  formule  (7),  où  l'on  remplace  n  par  n  —  i ,  donne 

-^--  =  (72  —  l)  (/2  —  2jQ„_„ 
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et,  des  deux  dernières  formules,  on  déduit 

Dans  l'expression  (6),  je  remplace  n  par  n  —  i,  ce  qui 
me  donne 

(9)  Qn-  [9.{n  —  l).r  ^  i]Q„_,  ->~  (n  -  \){n  —  z).T^Q^,=  O, 

et,  entre  les  équations  (7},  (8),  (9),  j'élimine  Q„_i  etQ„_5. 
Je  suis  ainsi  conduit  à  l'équation 

l'o)         ^'-^^  —  [1  -f-  2(«  —  l).r]-^  _|_„(„__i^Q„  — o. 

Nous  avons  ainsi  formé  une  équation  dilïërentielle  li- 
néaire du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  Q„. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  l'expression  (4)  de  Qn  dan.^ 
cette  équation,  et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  .r,  on  aura  des  relations  propres  à  déter- 
miner les  coefficients  «,,  «2,.  .  .,  rt„_i.  Le  coefficient  de  x^' 
est,  comme  on  s'en  assure  aisément, 

^r[p{p  —  ^)  —  2/;(/?  —  ,)_i-«(,2  —  ,)'|_(^-ui)a^^, 

ou 

"p  {"  —  P)  {'^  —  P  —  »}  —     P  -l-  !>'/>+.. 

On  aura  donc 

_  {n—j>){n—p  —  i)  ^  ^ 

en  faisant  successivement  /;  =  o,  i ,  2, . . . ,  et  remplaçant 
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rto  par  I ,  on  trouvera 

n(n  —  i)  , 


I  .2 

n{n  —  i)  (/?  —  2) 

1.2.3 


(«-l)(«-2)(«-3). 


Nous  aurons  doue 


d"e'       (— i>   - 

«  (  «  —  I  ; 


■]• 


« —  I    (n  —  2].r'  -h. 


l  .1 


Problème  n»  14. 


Trouver  la  dérivée  n'""^  de  (^i-y 

Soient  j)'  =  ç  f  -  J ,  u  =^  -;  on  trouve  successivement 


les  coefficients  ^,,Z>2,...  étant  indépendants  de  la  fonc- 
tion qjfzf);  faisons,  pour  déterminer  ces  coefficients,  ç(u)  =  6", 
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et  nous  aurons,  en  supprimant  e^  dans  les  deux  membres, 

T 

d"^         (—0" 
dx"  x'"     ^  ' 

comparant  cette  expression  avec  celle  trouvée  dans  l'exer- 
cice précédent  pour  la  dérivée  n"""  de  e"',  nous  voyons  que 

bi=z-[n  —  II,      b^^  in  —  i]  in  —  2),.... 

I  1,2 

Nous  avons  donc,  pour  la  formule  cherchée. 


n(n  —  I  )  ,  , ,  ,  ^ ,  ,  "1 

-f--^-^^(/z-l)(«-2).r^7('"-')(«j--...J. 


Problème  n°  15. 

Tromper  la  dérivée  n"""'  dej  =rz  e"'^. 
On  trouve  successivement 

(i)  r  =  e-''; 

/    ^  dy 

(2)  -f-  = —  1.re~''y 

^  d.r 

_^=(_8.r'-f-I2.r)e-'\ 
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et  l'on  est  conduit  à  poser 

(3)  ^  =  -"^'- 

U„  élanl  un  polynôme  de  la  l'orme 

(4)  U„=(—  ixY  ^  a^.r''-^  -^  «4X"-'H-.  .  ., 

rtî,^*,...  désignant  des  coefficients  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

(5)  —  4-2.rJ=  0, 

et,    en   difïérentiant   n   fois  et   appliquant  la  formule  de 

Leibnitz, 

rf«-+-'  y  cl"}-  d"-*  r 

^  -t-  2  .r +  2  « —  =  O  : 

dv"-^'  d.1-"  d.r"-^ 

dans  cette  expression,  je  remplace  les  dérivées  d'ordres 
7Z-I-I,  w,  n  —  1  respectivement  par  e~^^U„+i ,  e~'^U„, 
e~-^^U„_i,  je  supprime  le  facteur  commun  e~-^',  et  je  trouve 

(6)  U„+, -f- 2.7-U„+ 2/2U„_,  =  0. 

Voilà  une  relation  simple  entre  trois  polynômes  consécu- 
tifs^ je  différentie  l'expression  (3),  ce  qui  me  donne 


=..(-"-...,) 


d"-^'  r 


Je  remplace  dans  cette  équation      ^^-  par  e  "^"Un^,,  je  sup- 
prime le  facteur  commun  e~'\  et  j'arrive  à  l'équation 

-—  =Un^,  H-  2.rU„, 
dx 
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qui,  en  vertu  de  la  relation  (6),  se  réduit  à 

(7)  177~"~^"   ""'' 

j'en  déduis  par  la  difîerentiation 

d'V„  dl]„_, 

— ; ;=  —  2/2  ; 

dx'  djr      ' 

mais  la  formule  (7),  quand  on  y  remplace  n  par  n  —  i, 
donne 

-^=-2(«-i;U„_.., 
et  des  deux  dernières  formules  je  conclus 

(8)  -^.=  4-(«-0u„-,. 

Dans  la  relation  (6),  en  remplaçant  //  par  n  —  i,  je  trouve 

(9)  U„+  2.rU„_,-+-  2(/?  —  l)U„_:  =  0; 

éliminant  U„_i  et  U^,,  entre  les  équations  (7),  (8),  (9),  il 
vient 

,        ^  ^^U„  dlJ„ 

(lO;  — 2.r-- h2/îU„=:0. 

\  oilà  donc  une  équation  linéaire  du  second  oixlre  à  la- 
quelle satisfait  le  polynôme  U„. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  cette  équation 
Un  par  l'expression  (4);  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  a:,  nous  aurons  des  équations  propres 
à  déterminer  les  coefficients  rz,,  a^,.  .  .  .  On  trouve  cjue  le 
coefficient  de  x"~*''~'  est  égal  à 
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on  a  donc 

faisant  successivement  p  =  o^  1,2,...,  nous  aurons 

n[n  —  \     a„ 

«,  — ^ ^ 

I  a-" 

/?(«  —  !  fn  —  ?.)(«  —  3)  «0 


L'expression  à  laquelle  nous  arrivons  pour  la  dérivée  n""" 
de  e~'^  est  donc 

L'équation 

/?  { «  —  1  )  ,      , 
U„=o     ou     (o.:c)" ^^ ^  (2x)"-'-f-.  .  .  =  0 

a  toutes  ses  racines  réelles  \  cela  résulte  très-simplement  du 
théorème  de  Rolle.  En  efiet,  la  fonction  y  =^  e"""  s'annule 
pour  x^  —  00  ei  x=^-{-^\  entre  ces  limites,  elle  est 
fonction  continue  de  x\  donc  la  dérivée  s'annule  au  moins 
une  fois  quand  x  varie  de  —  00  à  -h  oo  ^  soit  a  cette  valeur 
de  a:  qui  annule  la  dérivée  de  j' ou  e~''Ui  :  elle  annule  donc 
Ui .  Nous  voyons  que  la  dérivée  s'annule  pour  x  =  —  oo  , 
j:=  a,  X  =  -f-  00  -,  entre  ces  limites,  elle  est  fonction  con- 
tinue de  x.,  donc  sa  dérivée  ou  e^-^^U,  s'annulera  au  moins 
pour  deux  valeurs  (i  et  y  de  j::,  j3  étant  compris  entre  —  go 
et  a,  y  entre  a  et  +  00  ;  j3  et  y  sont  donc  les  racines  de  l'é- 
quation U»  =  o,  qui  est  du  second  degré.  On  montrera  de 
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même  que;  la  fonction  <?~^'Uj,  s'annulant  pour  x  =  —  ce  , 
j:  =  |3,  X  =  y,  a:  =  -f-oo  ,  sa  dérivée  e~-^'Lj3  aura  trois  ra- 
cines cî,  e,  ^  comprises,  ^  entre  —  oc  et  [3,  e  entre  '.■j  et  y, 
^  entre  y  et  -h  oo  ;  l'équation  U3  =  o,  qui  est  du  troisième 
degré,  aura  donc  ses  trois  racines  réelles.  On  arrivera  ainsi 
à  montrer  que  l'équation  U„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  prouver  que  les  ra- 
cines de  l'équation  U„=  o  sont  comprises,  en  valeur  abso- 

,                    1         ^   ///(«—  i) 
lue,  entre  — =  et  i  /  — ^ • 

v/«     V      2 

Les  résultats  précédents  sont  dus  à  M.  ilerinite. 


Problème  n°  16. 

Trouver  la  dérivée  n"'"'  de  y  =  (^[x'). 

Soient   x"^  =  u^  y  =(^{il)\    on    trouve    de   proche    en 
proche 

£=2.rY'(«), 


--^  ^^.î-y'ipC)  (m)-|-(2.7:)"-'  è,  (p("-'^  («;  -f-(2.rj"-'  i,  ->("-')  {u]~  .  . ., 

/»!,  ^2,...  ,  étant  des  coollicionts  indépendants  de  la  nature 
de  la  fonction  cj-;  nous  les  déterminerons  en  rcmplarant  dans 
l'équation  précédente  j)  par  la  fonction  particulière  e~"^'; 
nous  trouverons  ainsi 


comparant    cette    expression    avec   l'expression   (11)1    on 
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voil  que 

_  n(n  —  i)  _  n{n~i){n-7.){n-3) 

Oy   t  6»3 »   •    •   •   î 

I  I  .2 

et  il  eu  résulte  la  formule 

^-^—  ={2.r)"<p(''),«)H-  ^'^''"~  '^  (2x)''-'y("-0(„) 

12)     { 

n{n—\){n—i)'n—Z),      ,     ,   ,     ,,,  - 

1.2  \  /  T  \     I 

APPLICATIONS. 

i^  Faisous 


d'où 


et  uous  trouverons 


■        ;^'  ^ —  =i.3.5...(2«4-i)(— j:)"v^i— ^^ 


f/x 


-[-"-&'(^y 


„(^^— l)(„__2)(/z— 3)  /y/l— j:'Y  "I 

1.2.3.4.5  \       X       )  "J 

ou,  eu  changeant  n  en  Ji  —  i , 

■l^-'{l-x^r^  ^  „_.   .■3.5■..(2/^-I) 

tn        .    , nin — \\[n — 2)  /  / x,  ~| 

-x'^'sl\~x>- ^ !~^ '-xJ'-\sl\~x^J-\-...    . 

Or,  si  l'on  pose  x  =  cos  ^,  l'expression  entre  parenthèses 
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devient 

n  ,      .  n{n  —  i)(n  —  o.) 

-  cos"- Usina i-~ '  cos"   'cDsm'ç  -:-  .  .    . 

I  1.2.3  '  ^ 

C'est  l'expression  de  sinn^  =  sin(«arccosx^;  on  a  donc 

^«-•(,_^j)»-7       ,  1.3.5.  ..f2«  —  i)   .    , 

-J;^^ =  -0"      ^^ ^sm(«arccosx); 

cette  formule  est  dne  à  Jacobi. 

2°  Posons  ajiu)—- ■ ,  n  =^  m  —  i ,  il  viendra 

,    ,  ,     .  ,  .      I  .  2  .  3  .  .  .  P 

et  la  formule  (i  i)  donnera 
^/"'arctang.r  ,  ^        , 

; =.  I I  /"-"'  1.2. 3.   ..(m  Il 

'  2. r  )"■""'         m  —  2     (ax' 


[^ 


-  .r-)""  I         (r  H-  .r 

'm  —  3)f/72 — 4)      (2-^) 


(20:)"'-*  1 


posons  j"  =  t^a"S9î  ^"t  il  viendra 

rf"'arctanff.r       ,        ,  „        ,  \ 

;         =(—  i)"-'  1.2.3.  .  .[m—  i)cos"'+'<5> 

X    (ssintp)"— ' (2sinç))"'-' 

(  /«  3  )  f  /rt  4  )    /         •         ^ 

-f-  ^ ■■ i^  { 2  sin  ç  )'"-'  ■ 


■] 


3°  Posons  C5)(u)  = 1  n^=  TJi  —  i,  et  nous  aui'ons 

y/i  —  H 

...    ,       1.3. 5...  {2»  —  i)  .  ,v-p--i 
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La  formule  (i  i)  donnera  donc 

tl"  arc  sin.r 

r.-  I  .  0 . 5 .  .  .  (  ?.  w  —  6 , 


rfLc"  V  I  —  X 


yAiL-UL  +  (m-i)(m-2)  /v/i-.rAn 
|_       X  ?.  (  2  m  —  3  )        \        r        /  J 

(m — i)(w — 2)(w  — 3)  (m — 4/  {  s/'  —  •'' V 
2.4(2/72  —  3)  (2m  —  5)     \      ^      / 


Problème  n°  17. 

Trouver  la  dérivée  d'ordre  n  de  r  -::^  arcsinx. 

Nous  avons  déjà  donné  une  expression  de  cette  dérivée 

en  partant  de  la  formule  qui  fait  connaître  la  dérivée  n'""" 

de  f{x^)  'i   nous   en  aurions   une   nouvelle  en   cherchant 

I  — ±  -1 

la  dérivée  {n  —- 1)'*'"'"  de  — =  ~  [i  —  x)    ^  (1  -}-  .r)    -   et 

y/  I  —  .r' 

appliquant  la  formule  de  Leihnitz.  Cette  formule  se  trouve 
dans  les  Exercices  de  M.  Frêne t,  p.  84- 

Nous  allons  suivre  une  autre  méthode,  semblable  à  celle 

employée  dans  le  cas  de  e~^'  et  e^  -,  faisons 

(I)  x=-J==z, 

y/i  —  x^ 

et  nous  aurons 

Or  on  trouve  successivement 


;^2 
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d'y 

I  -+- 

2X» 

dx-" 

(I- 

s' 

x^Y 

d'y 

4-6.7-» 

dx^ 

7    ' 

-x^y 

d^y 

_9-^ 

72 j:' -4-  24.»"' 

OU  est  conduit  à  poser 

d^y  P„ 


'3) 

■    '  dx'' 


P„  étaut  un  polynôme  de  degré  «,  pair  ou  impair,  en  même 

temps  que  «,  et  dans  lequel  le coetBcient  de  x" est  1.2. 3...//; 

*  d^Y 

ainsi  ce  coefficient  est  6=  i  .2.3  dans  — ^—i  il  est  24  =  1.2.3.4 

dx? 

dans  --f-^i  et  l'on  démontre  sans  peine  que,  si  on  le  suppose 
égal  à  I.2.3...W  dans  —^5  onle  trouvera  égalai  .2.3...(/2-l-i^ 

"  dx"  '^ 

dans  la  dérivée  suivante. 

Pour  déterminer  les  autres  coefficients  de  P^,  nous  allons 
trouver  une  équation  linéaire  dont  P„  est  une  solution,  en 
opérant  comme  il  suit  :  des  équations  (i)  et  (2)  nous  ti- 
rons 

,  dY 

nous  dilîérentions  n  fois  cette  équation  à  l'aide  de  la  for- 
mule de  Leibnitz,  et  nous  trouvons 

(  I  —  .r'  )  — - — ' 2/îx  -,  ■ n[n  —  i)  — ^ 

^  'dx'>+'  dx"  ^  '  dx"-' 

d"y  d"-'  y 

—  X  — n  - — ^  :=  o  ; 

d.r^  dx"-' 
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rcduisaiil  ol  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  (3),  dans  hujuelle  on  rempLiee  //  par  //  H-  : , 
n  et  //  —  I,  nous  aurons 

(  4  )  Pn+l  —  '  ?.  «  -H  I   .'•  P„  —  //'  (  I  —  r^}  P„_,  =  o . 

Je  dillércntie  l'équation  (3),  c<Mjui  me  donne,  en  leni- 

plaçant  iinniédiatement    ,  i)ar  " r» 

(I  —  .r-j      ^ 


I  —  .r-  (Ir 

ou  hien,  en  tenant  eoinpte  de  la  relation  (4), 

(5.  ^;:  = -'-'-'• 


De  cette  dernière  équation  je  tire 


a' 


<l.r''  cl.r 

Or  l'équation  (5),  quand  on  v  change  //  e;i  Ji —  i,  donn;' 

d.r 

nous  concluons  de  là  que 

entre  les  équations  (4),  (  j)  et  (6),  nous  éliminons  P„_i  et 
P„_2'  t't  nous  trouvons 

Voilà  une  équation  didérentielle  linéaire  qui  va  nous  servir 
T.  -  /?  c.  3 
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à  (Ic'Lc'iiuiucr  les  cocllicicnts  du  polynôme  P„.  Posons 

P„  :=  A,  .1"  -^  A,  j"'-  -h  A,  a'-  «  -t- 

Substiuions  celle  expression  dans  J'équalion  (7),  égalons  à 
zéro  les  coefficienls  des  diverses  j)uissances  de  .r,  et  nous 
aurons  les  relalions  suivantes  : 

—  1'^  A ,  -;-  n  [fi  —  I  )  A„  =  o, 

—  4--^,  -t-  («  —  ?.)  ' n  —  3}  A,  =.  o. 


d'où  l'on  lire 


«  (  //  —  I     I 

A,=:    -^ A„, 

I  .  ?.  ?. 


//(//  0  ('^  ^)  '  "  ^/'     '  •  ^    A 

A:rz:  — ^ •y~r" '  /  -"oi 

I .  ?..  3 . 4  ?•  •  4 


INous  aurons  donc,  en  remplaçant  Aq  par  sa  valeur. 


I  a""^'  arcsiu.r 


I  f'  iiin  —  i"!  I  tiin  —  i)(// — ?.)(// — 3)  1.3 

^7"+\L  '-^     2  1.2.3.4  ^-4' 

■J 


,1— ^y 

n'.n —  i) («  —  7.) (« — 3) (« — 4) {" — ^]  ï  •  3 . 5 


/-<•  -^ 


4.5  G  ?..4.(i 

Dans  la  (orinule 

I 


d" 


(  liangeons  a:  en  x  \j —  1  \  nous  en  dé'duirons 
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cl  nous  aurons  (X'tle  expression  du  [xjIvdùiuc  0„ 


nin — i)(« — a)  (/z — 3)  1.3 
I  .  -2   3 . 4  -2.4 

L'c(|uatiou  Q,,  =  o  a  toutes  ses  raeiiies  réelles:  ou  le  tlé- 
nioutre  à  l'aide  du  théorè-ini'  de  Piolle,  coninie  on  l'a  lail 
poui  réqualion  l  „i=:o,  à  propos  de  la  déri\ée  /^"'""' de  <:;~^\ 

En  eiret  la  fonction  •>  qui  s'annule  pour  .r  =^  —  co 

etJC;=-i-oo  ,  reste  iinie  et  continue  dans  toutcet  intei'valle -, 
donc  sa  dérivée  ou ' — -  s'annule  pour  une  valeur  .r  =  a 

comprise  entre  — ce  et  -i- 00 -,    a  i-st  la  racine  unique  dc^ 

l'équation  Q,  r--z  o.  L'expression  '— ^  s'annulant  pour 

(i  -^-  X-  f 
X  ^=^  —  00,  j:  =  a,  x=^-f-oo,  et  restant  iinie  et  continue, 
sa  dérivée  s'annule  au  moins  j)our  deux  valeurs  ^3  et  y  de  x, 
(3  étant  compris  entre  — 00    et  a,  y  entre  a  et  -f-  ce  •  cette 

dérivée  est  d'ailleurs ^ — ^^  donc  l'équation  Q,  =  o,  (jui 

est  du  second  degré,  a  ses  deux  racines  réelles,  |3  ety^  eu 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  démon- 
trer que  l'équation  Q„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  allons,  pour  terjniner  ce  sujet,  donner,  d'apiès 
M.  Hermite,  un  dernier  moyen  pour  arriver  à  la  dérivée 

ou  de  ~ -rr-  • 

Considérons  l'intégrale  définie 


f 
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dans  laqiiolk'  «  ^  i ,  et  où,  par  conséquent,  rélémoiU  diiK-- 
rentiel  n'est  jamais  infini,  excepté  anx  liînites.  Pour  oî)- 
tenir  la  valeur  de  celte  inlégcale,  nous  emploierons  la  sun- 
stitution 

I  -*-  rt  COS  (p 

a  -1-  coS(p 
d'où  l'on  déduit 


V'r  —  ^-'rr:  y'rt 


(Ix  =  —    n 


d'^  est  négatif^  pour  x  =  —  i ,  nous  prendrons  o  =  r.  et 
pour  .r  =  -j-  I ,  o  =■  o,  notre  intégrale  deviendra 


(la 


nous  avons  doue 

Nous  allons  dllFérentier  relativement  à  c/ ;  nous  p()urr.)ns 
le  faire  sous  le  signe  y,  puisque  l'élément  di  fièrent  ici  risle 
iini;  nous  obtiendrons  ainsi 

TT  \/a'—  l  /  ■^'  (—  i  "d.r 


—  =  / 


I.?,.3...//  fin"  J_,      (a  — .c)"-^' v'i—  r' 

l'intégrale  du  second  membre,  (juand  on  met  au  lieu  de  .r 
sa  valeiu'  en  fonction  de  ^,  devient 


(—lY      r^ 

— ^ '- — Y    /        («  +  COS  »)"</» 
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nous  aurons  donc 


^-- =    ^— -      /         ^«   +  COSfYr/f. 

Or,  par  la  loi  inulo  tlu  ijinoiuc, 

'i  ^  (  "  —  0 

f  c/  ■+-  0050)"=  a"  H d"-^  coso  H <i""  "  oos'o  H-  .  .  . 

I  '  1.2 

et  l'on  a,  (lu  reste, 

JC()Sl)<^/o  =  G, 
o 

/       cos'oc/o  =  -  z-, 
I       ces'  <s  dv  -—  o , 

',.  2.4 


il  \ienJra  donc 


I  \la-  —  I 


I  .  2 .  3 ...  «  da" 


(  —  0"    r       ««  —  II 

_.v  — —      a"  -r-    -^^ a"- 

•    -        .  «+v  1.2         2 


// (/.'  —  \   ji  —  '?)in  —  3)  I  . 3  I 

4-  -^ ^ —^ —7  ""-'  +  .  .  .     • 

1.2.0.4  ^-4  J 

On  en  conclut,  en  divisant  les  deux    membres  par  \J — 1, 

./"  — ' r/-  — -^ 

,,  .         j  V'—*^^     .       11      1  \/a--^i  , 

1  expression  de  — *  -        -  et  celle  de ,—  -    )  en  cnan- 

i  da"  da" 

géant  a  en  a  \^  —  i . 
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Problème  n°  18. 

Trouver  Id  drrivée  «"""'  de  y  =  ^('fi'V 

Posons  H=  r?'',  et  nous  trouverons  successivenicnl 

(IX  ^ 

d'y 


(l.r- 


6-" (},"(«)  H-  C-f'di). 


(') 


d"x 
d.T" 


c^itiii)  H e'"ii"iu) 

I .  ?.       '   '    ' 

1.2.3         '    ^     '  .       \     I 


Pour  (lélerniinei- les  cocllicients  qui  sont  indépendants  de  Ja 
nature  de  la  fonetion  (p,  je  ferai  ©(«)--  /rm-e"^-;  l'équa- 
lion  (i)  deviendra,  après  la  suppression  du  l'acteur  com- 
mun r'^', 

z(z—l\  -(z_,)(3— 2) 


(2) 


..2.3 


dans  cette  écpialion  ,    je  lais  successivement  ^  =  2.3.  .  ., 
ce  (|ui  me  donne 

2"  =^1  -\-  <7„ 
3"=r3^  3«,-f-^j, 


et  )  en  tnc 


(!■>  =rz  2"  —  I  ", 

fl,  =  3"— 3.2"• 


/74r=4"— 4-4"-^  G.2"— 4.I"■ 


«i  =  5"  —  5 .  4" 


3.1", 


- 10.3" —  \o . i" -\-  5, 1", 


KXF.nClCF.S    sir,     I.F.    calot  L    miFKRKMIF.l,.  ^9 

on  a  ucncTalciucnl 


m  ,                      ni  (m  —  i  )  , 
a,.,  =z  m" m  —  i  "-{ ^ ( m  —  ?.]"—.  . 


On  saura  ainsi  trouver  la  dérivée  Ji''"""  d'une  fonclion  de 
sin.r  et  coso',  en  remplaçant  sinxet  cosx  respeclivemenl 

par et •  Si,   par  e\ein])le,  on 

2  V  —  I  ^ 

veut  trouver  la  dérivée  ji""'""  de  tangos",  on  aura 

ou  bien,  en  faisant 

X  =t  2  .r  y  /  —  I  , 


il  viendra 


comme 


il  viendra 


V/- 1  tangT  =  ^^^-—^  =1-  -j 
r/X— 2v/^./.r, 


-f-  I 


./"        ' 


Problème  n»  19. 

Trouver  la  dérivée  /?'•""'  ^e  r  =  /log(:c). 

Je  vais  faire  un  changement  de  variable  en  posant 


4o  rUEMIERE    PARTIE. 

d'où  jc  tire 

X  =  c",      (/jt:  =z  c" (lu. 

J'aurai  successivement 


(ly  (Iv 

(Ir  du 


(l.r^  lin  \        du  j  du  ■  du 

d^Y  d    l  J')-  dy' 


,.-"  ^         A.—-" 


„  e~-"  — = c~ 

d.):'-'  du  \  du"^ 


"du) 


,    d'y         ^  d'y  ,    dy 

du^  du^  du 


Ou  pi'Ut  écrire  sviuholiqueiueut 


d'^y _.,/(*'  /''('' 

d.i:'  du  \  du 


d'y  ,   dy  idy  \    [d 


<U'   ~"       du  \du        ')   \du        ""  '' 


eu  eouveuauL,  uue  lois  les  niuiLi|)lieatious  laites,  de  n  lu- 

ijlaecr       ,       5        ,       '•••    P-'ir  -,     -, ,.... 

^  \du)       \duj  i        du^      du' 

^>ous  soniiues  doue  conduits  à  poser 
,   .        d"y  dy  i  dy         \  j  dy  \  Vdy  '\ 

Je  dis  (jue  cette  ionuule  est  générale;  je  \ais  prou\er 
(jue,  si  elle  est  vraie  pour  la  /^"■""■  dérivée,  elle  l'est  aussi 
poui-  la  '//  -t-  iV'""'.  Vax  eli'et,  posons 

r/"  y 
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cl  nous  aurons 

./"+')  <Li--""l]  .      .    /dV 

•-  =  e-" —  e-^"-^''" /il] 

c/.i"-*-'  du  \  du 

I'  <^/U      ,  .  Il-  '     ^         I 

J'ornu-r  — »  dans  nolri;   nnlalion  svnil)()li(|U(',   c  est  niul- 

dti 

riplicr  U  par  -j-5  nous  aurons  donc  syinljoliquenicnl 

d"-*-*Y  .      ,  ,,  fdr 

d.t"->-'  \du 

r/«  \du  j  \du  1 

ce  qui  démontre  la  généialité  de  la  lonnule  (i).  Délinissoiis 
les  coetlicicnts  Aj,  Aj,...,  A„_i  })ar  la  t'orniuhî 

^^^     j   (.-I)(c-2^..f3-(/^-I)] 

A,^"-^-r-A,3"-^-...+  (-i/'-'A„_,; 


-n-\ 


remplaçons  dans  l'expression    ^1)    e  ""   par  x  ",  et  nous 
aurons 

D'après  la  formule  (2),  ou  voit  que  Aj  est  la  somme  des 
//  —  1  premiei's  nombres:  A,  est  la  somme  des  produits  de 
ces  nombres  deux  à  deux,  etc. 


Problème  n»  20. 


Montrer   (/ne   la  joiiciion   u  =^  \j x -  +  ■)'-{- z-    vàiific 
l 'équation 

d*n        d*u        d^ii  d'il  d^n  dUi 

_| _j_   _;_  2 _i_  o  _  --     -f_  ;>. ^::z  Q. 

<•/./■*         <■//»  dz'  dy^dz'         '  dz'd.r-  dx' dy'^ 


4'^  PnKMlicKE    PAlîTlE. 

Ou  irouve  aisément 

d- u  y^-r-  3- 

d  '  u  _              c'  +  .r' 
d^-^-— 1' 

d- it  .t}  -i-  y- 

cl,  l'on  en  conclut 

<7'«        r/-//       d'à  2 

On  trouve  maintenant. 


d-v 

= 

2.7.-  )■'  —    Z- 

2   --.^ .^- 

{.r'-hy'-hz-y 

d'-v 
dy' 

= 

2)=  —  3'  — .r^ 

d'v 
dz' 

= 

2  3=  —  .t'  —   )  ' 

du- 
d.v- 

-+- 

d-v         dU' 
dy^^.l^=''' 

d  on 


mais,  en  se  reportant  à  la  définition  (i^;  de  w  on  trou\c  (jur 

<^/^i'         r/-'i'         <^/-t'  ,      ,   , 

-,-.  H — r^  H — r—  est  ciral  a 
d.t"         dy'         dz'  ^ 

d^ii         d*  u        d* Il  d*u  d'il  d*u 

d^  ~^  dj^ '^  77  '^ '^  dy'dz-  "^  ^  dz^TÛ'  ~~  '■  dr-dy-  ' 
doue  cette  deruière  expression  est  nulle  identiqueuieut. 


F.XKKCICES    SUR     LE    CAI-CII.    T)ir  KKIIF.NTIKI..  4-^ 


Problème  n°  21. 

Que  devient,  l'er/ualiu/i 

<i-\'  fpy  fl'Y  d'N  d-\  d^\ 

dx-        -^     dy^   ^       d-J        ■^    djdz^        dzdx         -    d.r.dy 

iiuand  on  remplace  Les  variables  indépendantes  x^  j  ,  z 
par  les  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  liées  aux  prennères 
par  les  relations  x  =  YZ,  j  =  ZX,  :;  =  XY  P 

On  a  les  formules 


dY 
dX 

d\ 

^7/r' 

dY 
dY 

=  -ï-^- 

dY 

^-tu- 

'^^^ 

d'Y 
dX} 

dy  - 

"  dydz 

YZ  - 

^-ir- 

d'Y 

d'Y 

■  2 

dzd.r 

ZX  - 

-S- 

d-Y 
dZ^ 

de- 

d-Y 
^  cb-dy 

XY- 

^S^- 

IMulli])liaiiL  les  trois  dernières  équations  par  X",  \^,  Z", 
tenant  eonipte  des  relations  entre  x^j^  z  et  X,  Y,  Z,  nous 
trouvons 

/     d-Y  d-Y         d-Y  d-Y  d^Y  d^Y 

\  J-1  '  ,7,.  5       '  7.2        '    -^        ^. .  ,/_     '  .7_^_     '        -^ 


dx-       '      f/j  ^  f/i'  dydz  dzdx  dxdy 

d'Y  d'Y  d'Y 

=  X-       -  H-  Y= !-  Z^  --  - 

r/X=  r/Y=  dZ' 
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Problème  n°  22. 


d'Y       (PV       (l^Y 

Oiw.  devient  l expression 1-  — }-  nutind  on 

'  d.tr  (ly  dz'      ' 

remplace  les  variables  indépendantes  x^  j^  c,  considérées 
comme  étant  les  coordonnées  rectaui^ulaires  d' un  point 
(juelcoiupie,  par  les  nouvelles  variables  x\  j  ',  c',  coor- 
données du  même  point  par  rapport  à  de  noui^eaux  axes 
rectanguLdres,  aj  ant  même  orii^ine  t/ue  les  premiers? 
Soient 


.r'   — 

I  a  X 

-i-ùj    -4-, 

''■-•> 

_;  '  = 

:  a'x 

-+-  f^y  + 

dz. 

_/  

:  a"x 

-h  h")  -f- 

c"z. 

on  trou\(i 

dV 
dx. 

= 

a 

dY 
d.r.' 

-h 

a' 

dY 

-t-  a' 

.,dY 

;/7' 

dY 

dy 

= 

h 

dY 
dx' 

+ 

h' 

dY 

H-  .V 

.'/v 

;/?' 

d\ 
dz 

z= 

c 

dV 

d.T.' 

+ 

c' 

dY 

-h  6-" 

,dY 
dr 

d^N 

dx"" 

— 

a^ 

d'Y 

d.r-' 

- 

a' 

\ 

-    H-  : 

■l    '  ■ 

dz'' 

-^ 

2: 

a'a" 

d^Y 
dV'^L 

--  -T-  0.  a  u 

d' 
d7~o 

d'Y 

'h' 

.— 

h- 

//-V 
7/^^ 

+ 

b' 

d'Y 

dz'- 

d'Y 

'dTdJ 


,n"    '^^  ,r,     d'Y  ,,,     d'Y 

dv'dz'  dz'dx'  dx'd)  ' 


d'Y  d'Y         ,   d'Y         „    d'\ 

dz'  dr'  dy''  dz'' 


..' .." 


<P\  „       d'Y  ,    d-Y 

"  dy'dz'^  dz'dx'  d.r'dy' 


F.\Ki;r.ir.i:s   sli;    i.k   calc.i  i.  Dirji  iii;>tm;i.,  /j: 

\\n  faisaiil  la  soniiiu!  cl  iciiaiil  (:()in[)l(;  des  relations  coii- 
iUU'S  ciili'C  les  neuf  cosinus,  on  lioiivc 

r/'V     (i'\      j-v  _  ^/'v      (py     rnv 


Problème  n"  23. 

DcK'clojyjyer  en  série  aicsiu.r,  jxir  la  jurniulc  de  Mac 
laurin. 

Parlons  de  la  rorinule  établie  page  3i,  savoir  : 

;  </""+'  arcsiii.r 


'•]  ' 


1 . 2 . 3 . . .  2  /?2  r 


0. m[o.m  —  il    I 

i X-"'--' 

I  .  Cl  2 

2 m  nm  —  i ) (2/«  —  ?. ;(2 m  —  "^ '• 


I  .2.3.4 
1.3 
2.4 


■} 


Faisant  x=^o.  nous  aurons 

I  /(■/""+' arc sinj:\  i.3.5...(2m  —  i)         i 

1 .2...(2w-i-i  j  \       d.c-'"'*''        j  t  =  (s         2.4.6...  2m      2/;^^-l 

et  par  suite 

X  I    .?•'  I  .  o   x' 

ai'csin.r  =z i ;-  H y  —  -\-  .  .  . 

I         20         2 . 4    -> 

1.3.5. .  .(2«— 3)    j.-'"-' 

H -,— -. , --" 'f-  li:«+M 

2.4o...(2«  —  2)    2/^  —  I 

on  choisissant  la  seconde  l'orme  du  reste 

I  .  2  .  3  ...  2  « 


4(j  PRKMikui-:  PAirnc. 

Roiuplacant  f'^-'"^^' {9x)  par  sa  valeur  déduilc  de  l'équa- 
lion  (i),  il  viendra 


Ôjc'"-- 


(i  —  o^-T^y 

o.n  [in  —  i")  [in  —  ?)  '2//  —  3) 


1.2.3.4 
XIJ:,.)-.-^...]. 

>ous  hoinanl  aux  valeurs  positives  de  .r.  uous  allons 
montrer  (jue  11  .,,+1  tend  vers  zéro,  lorsque  n  tend  vers 
l'infini,  quand  on  a  o  <^a:<^  1 . 

En  elîet  la  parenthèse  de  la  dernière  formule  est  pAjis 
petite  que 

inio.n  —  I )  , „    , , 

o./^(?■//-I)(9■/^— 2)(?.»  — 3)  ,^^,,„.,    . 

I .2    3.4 


,     I    r- 


iatpielle  expression  est  égale  à  -  [  i-f- Ôx  )■'  -h  (i  —  Sxj'"^\ 
on  aura  doue 


R...,H.,<  -^^— ^- r[('  -  9-^)^"+  (•  -  «•^•■^"]' 


ou 


bien 


I  —  0 


Or  on  a  toujours  ~ —  au  idus  é::al  à  i,  eî  il  eu  est  ik- 
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1         '  —  5  •  I  •  1 

im-nic  de  —    -    -  si  x  est  i)lus  ncliL  (luc  i:  donc 
R.„^,<  — <   . ; 

V  I  —  6^^:'         y/l  —  .r^ 
JoiK- 

liai  R,„+,  -—  o 

[)oui'  n  iiilini. 
La  formule; 


./• 

1  .v^       1 .3  j' 

I 

2  3    '    ?..4  5 

osl  ainsi  démontrée  pour  les  valeurs  de  .r  comprises  entre 
—  I  et  +i;  elle  subsiste  encore  pour  a:  = -^  i  et  pour 
.,(•  =z  —  1,  parce  que,  dans  ces  deux  cas,  la  série  du  second 
jneinln-e  reste  converi^enle,  et  iouction  coiiliiiue  de  x. 

Problème  n°  24. 

Etudier  les  variations  du  rappo/t  de  la  somme  des 
aires  des  cercles  tangents  aux  côtés  d' un  triangle  à  l'aire 
du  cercle  circonscrit  au  même  triangle. 

Soient  /•.  /„,  //y,  / ,.  les  ravoiis  des  cercles  tangents,  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit;  on  a 

A  lî  C  .  ,  G 

/•„  :=p  tang  -  ,    ro  =p  tau-  -  •     t^^p  tang  -  i    /■—(/>  —  tj  tang  -  • 

2  'J.  ?.  -^ 

Des  lormules 

a      _  J^  _      c      —  2R 
sinA        siiîB        siuC 

on  conclut 

a  ->r  h  -\-  c  a  -\-  b  —  c 


?.R:= 


siiiA  +  sinB  -i-  sinC        sinA  -f-  sinB  —  sinC 


48  l'RE.MlKRE    PAUTIE. 

OU  bien 

,R  _   P_ _    P  -  ^ 

^  A        R        C  ~        A    .    B        C 

cos  —  cos  —  CDS—        sm  —  sin  —  cos  - 

2  2  2  2  2  2 


c;l  il  en  rcsullr 


.       .     A        B        C 

/•„  =  4  R  sin  —  cos  —  cos  - , 

2  2  2 

A    .    B        C 

Aa  =  .;  R  COS  —  Slll  —  COS  -  « 
2  2  2 

A         B    .     C 

/•,  =  a  R  COS  —  cos  -  sin  —  ■> 

2  2  2. 


,       .     A    .    B    .     C 

4R  sin  —  sin  -  SU)  -■ 

2  2  2 


^,.  ,  1 ,  .  V- 1  .  '^^•,-  -^  ^n  -+-  ^'r  -I-  -'  ■ 

bi  (loiic  on  design;'  par  \   le  rapport ^^ 1 

on  au  l'a 

f    ..  .   ,A        ,B  C  ,A    .   ,B       ,C 

—  V  =      siu-  —  cos'  —  cos' 1-  COS-  —  sin-  -  cos-  - 

l6  2  2  2  2  2  2 

A  B    .      C         .      A    .     B    .   ,C 

+  c;is=  —  cos'  —  sin' h  sin'  —  sin'  -  sin'  -  • 

2  2  2  2  2  2 

En  remnlaçant  les  sin  et  cos  des  demi -angles  par  K-urs 
valeurs  en  fonction  des  cos  des  angles,  et  réduisant,  on 
trouve 

—  V  =  I  —  cosA  cos  B  cosC, 

b 

ou  ])ien 

(i  j  —  V  n:  I  -|-  rosA  cosB  cos^A  -r  B  . 

Telle  est  la  fonction  Je  deux  variables  indéjiendantes  qu'il 
s'agit  d'étudier;  je  forme  le  tableau  des  dérivées  du  pre- 
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iTiicr  Cl  du  second  ordre  : 

-  —       = —     cos  B  .sin  C  2  A -{-     C\ 


4.9 


(^■; 


8 

I    rTV 
I    r/'V 

I    rPY 

\  8  ^7F 


cosA  sin  (2B  ^-    A), 

2  CDsB  cos(2  A -t-     B), 

cos(2A  -f-  2B), 

■  2  ct)sAcos(2B -f-     A). 


,  ,        ,  .  d\  d\  ,  . 

•le  pose  les  équations  -— -  =  o,  — —  =  0,  ou  biesi 
«A  (  i  LJ 


cosB  sin(2A -H    B)=o, 
cosAsin(    A-i-2B)  =  o. 


Les  hypothèses 
cosB  =  o     et     cosA  =  o. 


ou     A  =  B 


C()SB  =  0      et      siii{    A-r-2B)  =  o,       ou      A  =  o,      B=:-' 

2 

Cf)SA=:0      et      sln(2A -i-     B'=o,       ou      A  =  -î      B  r=:  g 

1 

sont  inadmissihles-,  il  reste  seulement 

sin(2AH-B)  =  o     et     sin  (  A -f- 2B)  =  o. 

On  doit  donc  avoir 

2A  +  B  — T7     et     A-f-2B  =  77, 


ou 


ou 


2A-|-B  =  o     et     A-l-2B  =  o, 

2A4-B=r77      et      A  +  2B  =  2îr. 


T.  —  Rec 


DO  PREMIERE    PARTIE. 

Les  premières  de  ces  coiidilions  donnent 


A=B=C=3 


1'  triangle  est  donc  équilatéral;  les  dernières  conduisent  à 

A  n:  O,       B  =  0,       Cr=7r, 
A  :  -  G,       B  :^  77,       C=iz  G, 

c'est-à-dire  (jue  le  triangle  a  ses  trois  côtés  en  ligne  droite. 
Aous  pouvons  nous  borner  à  ces  deux  résultats 

(3)  A^B:i=C  =  ^, 

(4)  A=:0,       B=0,       C=Z7,. 

Chcrclions  si  chacun  d'eux  répond  h  un  maximum  ou 
un  minimum  de  \'.  Pour  les  valeurs  (3)  de  A,  B,  C,  on  a 


I  d'Y 
S  dX'  ~  ' 

i     d-Y 
'      b  dA  dB  " 

I         I   d'Y 
^2'      8r/B'~'' 

MX  a  donc 

d-\  ^ 

1    d"-Y  V 

d-Y  d'-Y    ^ 

dX^^^'      [dÂdËJ  ~"dl^-  dW  '^'^' 

Nous  avons  donc  un  luiniiuuin;  ainsi  le  rapport  ^  est  mi- 
nimum (jiiand  le  triangle  est  équilatéral,  et  alors  sa  \  ali'ur 
<'st  y. 

Pour  les  valeurs  (4)  de  A  et  B,  on  a 

I  d-Y  I      d'Y  I   d-Y 


8  d.V  '      S  dAdn  '8  dB' 

,.  .         d-'Y    ^        (  d'-Y  \-       d'Y  d'Y    ^ 
Les  cond.lums_^o.   {^^^^^^^^  - --  —  <^  o  se  trou- 

vent  remplies^  on  a  un  maxiiuuin.  Donc  le  maximum  du 
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rapport  V  a  Hou  (piaml  les  trois  côtes  du  triangle  se  trou- 
vent couchés  sur  la  inèiue  droite,  et  il  est  égal  à  i6. 

On   peut   remarquer   que,   pour  un  triangle    rectangle 
<|ueleon(|ue,  \  =  8. 

Problème  n°  25. 

Etudie?'  les  vn/iatio/is  du  rû/)/)ort  de  la  son  nue  des  cir 
conférences  tangentes  aux  côtés  d'un  triangle  à  la  cir- 
conférence circonscrite  au  me/ne  triangle. 

Soit  U  le  rapport ,, ;  ou  aura 

^  ^  2  TT  11 

.    A        B        C  A    .    B        C 

U  =       sin  —  ces  —  cos h  cos  —  sui  -  ces  - 

2  2  ■->.  2  '2  2 

A        B    .     C         .     A    .    B    .     C 

+  cos  —  cos  —  sui h  siii  —  SI  a  —  sia  —  • 

2  2  2  2  2  2 

Par  des  transformations  faciles,  on  trouve 

I  ^,  .    A    .    B    .    C 

—  U  =  I  +  2  Mil  —  sin  —  sni  — 

4  2  2  2. 

OU  bien 

I  ,,  .    A    .    B        A  -+-  B 

7"  u  =  I  H-  2  sip.  -  Sin  —  cos • 

4  2  2  2 

C'est  là  la  fonction  des  deux  variables  A  et  B,  dont  il  s'agit 
d'étudier  les  variations.  Formons  le  tableau  des  dérivées 


T 

d\] 

.    B         2A  4-B 

— 



\ — :• 

sm  -  cos , 

4 

f/A 

2                      2 

î 

dV 

.A        A4-2B 

— 

. 

; 

siu  —  cos 1 

4 

f/B 

2                      2 

I 

d^JJ 

.    B     .     2A  -f-B 

_ 



; . 

— ■  sin  —  sai  -        -     5 

4 

d^' 

2               2 

I 

d^V 

I         / 

4 

dAdB 

= 

-cos   A  +  B], 
2         ^             ^ 

I 

d-V 

.    A    .     A  +  2B 

— 



—  si:i  —  sin . 

4 

dB- 

2                2 
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f),  c'c'Sl-à-di 


Posons 

les 

c'cj' 

iialions 

-  o , 

= 

sin 

ces 

2 

AH-IÎ  _ 

2 

o, 

s  in 

A 

cos 

A 

--■-  2 

V, 

o, 

^ 

2 

Ol] 

[  ei! 

icorc 

c'est-à-dire 


sin  (A  -4-  B)  =  sin  A, 
sin  (A  -f-  B)  z=sinB, 

sin  A  =:  sinB  --=  sinC. 


Ces  équations  exigent  que  les  trois  angles  A,  B,  C  soient 
égaux  entre  eux  ou  que  deux  d'entre  eux  soient  nuls,  le 
troisiènae  étant  égal  à  t:;  nous  n'aurons  donc  à  considérer 
que  les  deux  cas  suivants  : 

(.)  A  =  B.=  |, 


o 


(2)  A  =  B 


Dans  le  premier  cas,   les   valeurs   des   déri\ées   secondes 

I   d'^J]  I       !     r/'U  I       I  d'\5    .  I       .  -,.         , 

-  =; ,    -  = 7, = verilient  les 

4   dX'  2      4  f/A^/B  4     4  ^/B^  2 

conditions  ^---<o    et    (-^_^j_  —  _<o.    On    a 

donc  un  maxiniuni.  Ainsi  le  rapport  U  est  le  plus  grand 
possible  quanîl  le  triangle  est  éqnilatéral,  et  alors  sa  val^-nr 
est  5. 

Passons  à  riijpolhèse  (2);  on  trouve 

I    r/^U  _  I      ^/'U    _\_         \_   d^  _ 

4  Zv^  "" °'    4  d\dv,  "2'    4  iïW  ~  "' 

tle  telle  sorte  que,  si  h  et  k  désignent  les  accroissements 
de  A  cl    B,  la  variation  de   U   sera   de   même  signe   (|iu' 
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hk .  -  =  2//A.  Elle  pourra  donc  cire  à  voloutt'  lîcjsilivc 

ou  négative;  par  coiiscicjucnt  il  ii'v  a  ni  niaxiimiiu  ni  mi- 
nimum. 

routclois  il  est  à  rcnianjucr  que  les  angles  A  et  lî  du 
iriaugle  ne  peu\ent  pas  être  négatifs-,   donc  //   et  /."  sont 

.  .f.  ,  j  j     d-U  ... 

touiours  positifs,  et  le  tenue  //A"  -,  — ~-  ost  touiours  liosilii-, 

doue,  en  prenant  A  =  <)  et  13  ^=0,  ou  a  un  niiuiniuiu  relatif. 

iiésumons  le  résultat  de  cette  question  et  de  la  précé- 
dente : 

La  somme  des  surfaces  des  cercles  tangents  aux  côtés 
d'un  triangle  est  toujours  plus  grande  que  y  fois  la  surface 
du  cercle  circonscrit,  et  moindre  que  16  fois  cette  surface. 

La  somme  des  circonférences  taugentcs  aux  côtés  d'un 
triangle  est  toujours  plus  grande  que  4  fois  la  circonférejice 
circonscrite,  et  moindre  que  5  fois  cette  circonférence. 

Problème  n°  26. 
Rechercher  Le  /nadimani  et  le  mininiiun  de  la  fonction 

U  =  (rtcnsz  4-  b  cos^S  -r-  c  cosy)-  H-  [a  siiia  -f-  b  sin^  -+-  csiny  -, 

dans  laquelle  «,  Z»,  c  désignent  des  nombres  positifs  don- 
nés, et  a,  |6,  y  des  angles  variables. 
Nous  écrirons 

U  =  a"- -^1r -^c"- -^ibc cos ([i — 7) -i-  2 r<7  cos (7  —  a)  + 1  abcos  [x —  ^1 , 

et,  en  posant  |S  —  y  =  .r,  y  —  a  =  T,  il  en  résultera 

(1)  \]  =  a-  -\~  b-  -i-  c-  -i-  2.\ abc; 

en  faisant  encore 

,    ,  „       cos.r        COS  r       cos'x-i-r) 

(2)  \  = ! f-  -i ^ =^î 
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nous  sommes  ainsi  conduits  à  cliercher  le  maximum  cl  le 
minimum  de  V,  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
Formons  le  tableau  des  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre 

sin.r        sin(j7H-j-) 
a  c 


dx 

crs_ 

dy 
d'Y 

d-\ 


sinj-        sinf-r-f-x) 
cos.r       cos'.r -'-  r\ 


cnsf.r-  -^  r'i 


d.rdj 

d'Y 

dr 


cosr 


d\  d\ 

lc:s  équations   -r—  =  o,  -—  =  o  seront 


(4) 


iin(. 


b 


sin [x  -\-  y 


o. 


Clierclioiis  les  solutions  des  équations  (4)^  on  aperçoit 
de  suite  les  suivantes  : 


.r.  =  o,  T  :=  o, 
.r=:0,  :>=-. 
.r  =  77,       yr=  o, 

JNous  n'avons  pas  à  nous  occu])er  des  solutions  dans  les- 
(juelles  X  ou  y  est  supérieur  à  ar,  puisque  la  fonction  \ 
ne  cliange  pas  quand  ou  remplace  x  et  >•  par  :>.7:-i-.rel 

Trouvons  les  autres  solutions  des  équations  ^4   •  ^^  pre- 
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ini-Tc  de  ces  équations  peut  s'écrire 

(r  -!-  (i  cosj)  sin.r  -'-  <i  ^inj  cos.r  =.■  o 

OU  bien 

siii.r  COS. 7? 


a  sinj-         c  -!-  a  cosj' 


cl,   par  des   combinaisons  faciles,    en   ayant  égard   à    la 
deuxième  équation  (4),  on  formera  cette  suite  de  rapports 


sinjT 


—  a  •èvay        c  -'-  et  cosjr 
^    '       '^  ::_  I  sin(.r  -4-.r)  i 


\Ja'^  ~-  c'  -r-  lac  cosj-  ^  sinj>'  (' 

On  déduit  de  là 

h-  z=r  a-  -;-  c-  -h  2«r-  cosj', 

«^  4-  r:=  —  b- 
—  cosj-  = ~ 


Pour  que  cette  valeur  de  cosj"  soit  admissible,  il  faut 
que,  avec  les  trois  longueurs  «,  ^,  c  comme  côtés,  on  puisse 
former  un  triangle.  Soient  A,  13,  C  les  angles  de  ce  triangle^ 
nous  aurons 

7  =  77  —  B       ou      j>-  rr:  77  -i-  B. 

Prenons  d'abord  r=~  —  B;  nous  aurons,  par  les  for- 
mules (5), 


—  asmB        c  —  acosB 

fi    . 
sm  .r  =11  -  sm  B  =  sin  A  ; 
0 

donc 

.T  =  A       ou       JT  rr:  77  —  A. 
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Kji\  lie  peut  |)a.s  avoir  a-  =:=  A  ,  car  le  rappoi  t  

1       •         1       •  cosA  T      .  -  ,^         7  . 

(Icvicndrait ou  -5  a  cause  de  c  =  a  cosB -r-Z>  cosA, 

c — «eosJ3         h 

et   ce  rapport   doit   être   égal   à   — -•,    nous    avons   donc 

•3^"  =  7^  —  A  t:  et  j  =  —  lî.  Avec  y  =  7:  4-  B,  on  trouvera 
(|u'il  faut  prendre  x  =  7:-t-B5  nous  avons  donc,  en  ré- 
sumé, les  six  solutions  suivantes  : 

1"  .r  =  o  et     j  =  o, 

2°  r  =  G  et     j>-  =  TT, 

3"  .r  =  TT  et      j:=0, 

4"  .r  =  77  et     r  =  TT, 

5"  j'  =  7T— A     et     jzz:r  — B, 

6°  .r  =  7r  +  A      et      .r  =  7r-f-B. 

\  oyons  si  ces  solutions  répondent  à  des  maxima  ou  à  des 
minima  de  la  fonction  V, 

1°  La  première  solution  donne 
d-Y  I         r  H-\  I         ^/  =  V  I         I 


»      — - 


dj?  (t         c         d.f  dy  c         dy'^  b         c 

elle  donne  donc  lieu  aux  inégalités 

d.,'  ^  '''     \d.7dj]  ~  7/7=  .77=  -~\h'c^77i'^':rb)'^'^- 

..         ,  •  III 

yjn  a  doue  un  maximum:  ce  maximum  est  — i-  t  "^ — '  <^'' 

il        h        < 

la  \aleur  correspondante  de  U  est 

a'^  -!-  l'"^-^  <■'  -J-  2  <'r  -f-  ?. r.7  -4-  ?.  «-/^  ^=1  [n  -\-  h  -~-  r)'. 

2"  La  seconde  solution  nous  fournit  les  \  aleurs  suivantes 
des  dérivées  secondes  : 


r/'V               I          1 

d-\          I 

d'\               I 

—  —  —  —1-  — 

1      ■ 7-  ^=  ~  » 

■ —    —  +  — 

dx'              a        c 

d.vd)          c 

<ly^              b 
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On  liouvc 

\d.r.<ly)   ~  71^  TIP  ~~  abc  ^^  ~^   ''  —  «)• 

Celle  (juautilc;  sera  négative  si  a  est  plus  grand  (jur  b  +  f, 

r/^V       a  —  c 
et,  comme  -7—  = •>  cette  expression  sera  iiosilive:  nous 

r/.r'  (ic 

aurons  donc  un  minimum,  il  n'y  aurait  ni  maxinnim  ni 
minimum  si  n  était  plus  petit  ([uc  h  -\-  c\  le  minimum  de  V 

est )  et  cc^Iui  de  U 

Il         b        c 

a"-  H-  //'  -4-  £••  -f-  ?. bc  —  o.ca  —  lab  zi^[a  —  b  —  r  ;'. 

3°  Un  calcul  analogue  au  précédent  monti^e  que,  en  sup- 
posant ^^«H-c,  nous  aurons  un  minimum;  la  valeur 
minima  de  U  sera  [h  —  a  —  c)" . 

4"  Si  c  ^  a -f- Z»,  on  aura  un  minimum;  L  sera  égal  à 
(c  —  a  —  h)"- . 

5'^  X  ^=~  — A,  j)=  7:  —  B;  nous  trouveroiis 


d.z-' 

= 

ces  A 

cos  G         b 

c            ac 

a 

d^Y 

cosC 

d.rdj- 

c 

d'Y 

dj^ 

= 

cos  R 

cos  C         a 

1               —  , 
c             bc 

cV-\  ' 

/       dx:^ 

d' 

V_ 
-2  ' 

I          cos'C 

;  H 

c-            c- 

(Ix  cl  y 

siii-C 


Cette  quantité  est  négative,  et  -—  •>  étant  égal  a  — 1  est  po- 
sitif; nous  avons  donc  un  minimum.  La  valeur  correspon- 

,  1     ,r  /cosA        cosB        cosC\  „     ,     tt 

dante  de  v  est  —    ■ 1 r ! )  et  ceilc  de  U 

\     a  b  c     I 

a-  -1-  b"- -\-  c^-  —  i>,  bc  cosA  —  ica  cosB  —  lab  cosC  z=  o. 
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6  '  x  =  r  4-  A,  j-  =  77  -h  B.  Les  valeurs  des  dérivées 
secondes  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent;  nous 
aurons  donc  encore  un  minimum  5  la  valeur  de  U  est  encore 
zéro;  mais  il  faut  remarquer  que  les  deux  dernières  solu- 
tions n'existent  que  si  aucim  des  côtés  ne  surpasse  la  somme 
des  deux  autres.  Nous  ferons,  pour  résumer  la  discussion, 
le  tableau  suivant  : 

<i,0,c  quelconques,  x  =  o, 
a'^b-nc  D 

h^  c  -^a  a 

c'^  a-rb  » 

rt<A-f-c  \ 

*<C-r-a    f 


X  =  0, 

Y  =  0, 

maximum, 

V^ 

'a-s-b  —  c)*; 

x  —  0. 

r--. 

minimum, 

\— 

[a—  b — c)'-. 

J^;^  — , 

y  —  o, 

- 

v= 

b  —  a — C-; 

-i'  =  —, 

^  — -, 

n 

v= 

c —  a —  b,'; 

Le  problème  précédent  a  une  signification  géométrique 
très-simple;  soit  la  ligure  OABC   [fig-  A)i  tlans  laquelle 


OA  =  a,  x^B=^,  BC  =  c,  les  côtés  faisant  avec  O.r  les 
angles  cz,  fi,  y:  les  coordonnées  du  point  C  sont 

a  ces  a  -r-  ^  cos  8  -h  c  C0S7, 
a  sin  y.  ~  h  sin  '^■>  ~.-  c  sin  7, 

et  l'on  a  l'iar  suite 


U  =  OC' 


EXF.nCICES    su  II    LE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  'JQ 

Ct'  qu'on  demandait,  c'était  donc  de  trouver  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  droite  OC  qui  ferme  le  polygone, 
lorsque  les  côtés  OA,  AB,  BC  tournent  de  toutes  les  façons 
possibles  autour  des  points  O,  A,  B,  C,  comme  charnières. 
On  voit  de  suite  que  le  maximum  de  OC  a  lieu  quand  les 
trois  côtés  sont  en   ligne  droite   {Jii^-  5),   et  dans  ce  cas 

Fig.  5. 


OC  =  a-f-  b  -h  c.  De  même,  en  formant,  quand  c'est  pos- 
sible, un  triangle  avec  les  droites  OA,  AB,  BC,  on  a 

OG=o, 

et  c'est  évidemment  le  minimum  de  OC  ou  de  U. 

Les  minima  qui  n'ont  lieu  que  si  un  côté  est  plus  grand 
que  la  somme  des  deux  autres  correspondent  au  cas  où  les 
points  OABC  sont  en  ligne  droite,  dans  l'ordre  O,  C,  B',  A  ; 
alors  0C'=  OA—  AB'—  B'C'=  a  —  b  —  c. 


Problème  n°  27. 

Le  lieu  des  points  M  tels  que  la  soinme  des  longueurs 
de  deux  normales  MÎN  ,  ÎM^S',  menées  à  une  même  courbe 
ou  à  deux  courbes  données,  soit  constante,  a  pou?-  tan- 
gente la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  normales. 

Soient  a,  [3  les  coordonnées  du  point  M;  j:,  j,  x\y' 
celles  des  points  N  et  N',  MX  =  /,  MX'--  l\  on  doit  avoir 

l  -^  l'  =z  const., 
d'où 

(i)  dl-T-dl'=o. 
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Or 


dl  z=  ('^— ■^)^^'^  +  (P— ■r)r/p  _  (ai—.T)cl.r.^{^—r]dY 
et,  la  droite  MN  étant  normale  au  lien  du  point  >',  on  a 

(a  —  .r  y  d.r  -f-  (  jî  —  y)  df  =z  o  ; 

il  reste  donc  seulement 

l 

Î5oit  o  l'angle  que  fait  la  direction  Mrs'  avec  l'axe  des  x., 
on  a 

•^  —  ^  j  —  3 

=  COSO,        ~-=rSUl(y. 

Donc 

dl  z=z  —  (  ces  o  da.   -\-  sin  s  dfj  )  ; 

di;  même 

t/(f'=  —  (coso'<-/a  H-  sin(i.'</p), 

et  l'équation  (i)  devient 

(costp  -+-  cosç-'^V/a  -f-  (sino  -f-  siii^')<'/^  =  o. 


d'où 


r/S  /  o  +  o'  \ 


ce  qui  montre  que  la  tangente  au  lieu  du  pL>inl  .M  cil  la 
bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par  les  normales  M.N 

et  MN'. 
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Problème  n"  28. 

Suienl  MqM  /'rt/c  d' luie  courba,  coniplc  à  j)a/li/'  d'un 
j)oiiit  fixa  Mo  jusqu'à  un  poi/U  (juelconque  iM,  (Jr  la  centre 
de  i^ravité  da  l'arc  Mo  M  supposa  liouioi^ana;  on  daniande 
de  trou^'or  la  tnngenla  da  la  courbe  lieu  du  point  Çj. 

Soient  x  clj  les  coordoiinéi-s  du  point  M,  l'origine  étant 
en  Mo,  s  la  longueur  de  l'arc  Mo  M,  ^  et  r,  les  coordonnées 
du  point  (j;  on  a  les  formules  connues 


pS  pS 

S^=    I      .7-  c/.v,        .V y;  =    I       J  ds  ; 
J  o  J  o 


OU  en  déduit,  en  dillérentiant, 

d^  „  <Jn  ,,    ,      dn         y  —  n 


.=  X  —  c,        s~--=:r r,,       (1  OU 


(/s  ■  ds        "  d'i,  .r  —  Ç 

Donc  la  tangente  cherchée  est  la  droite  GIM. 

Problème  n»  29. 

Trouver  le  lieu  géomcirique  du  soniuiet  d'un  angle 
constant  circonscrit  à  une  cycloïde. 

Je  prends  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 
.r  =  rt((p  —  sino),  j'  =  acoso.  Soient  cj-  et  (p'  les  valeurs  de 
la  variable  auxiliaire  qui  répondent  aux  points  M  et  M'  de 
contact  de  la  cycloïde  avec  les  côtés  de  l'angle  circonscrit; 
soit  cet  angle  égal  à  a;  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec 

l'axe  des  x  est -,  l'angle  de  la  tanerente  en  M'  avec  Ox 

_  I 

est '-  \  nous  aurons  donc 

2  2 
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Nous  poserons  6  =  -' — '—'  •,  et  nous  déduirons  de  là 
l'équatiou  de  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  .M  est 


cos  — 


y  —  a[\  —  coso)  = [x  —  ao  +  a  sin  i-) 


sui  - 

2 


.7.-  COS  —  z=  <i\i  sin  ~ o  cos  — 

2  \  2  '  2 


Remplaçons    successivement   dans    cette    équation   o    par 

et  par >  et  nous  aurons  pour  les  équations  des 

côtés  de  l'angle  circonscrit 

r  sui T  cos =  2  c/ 1  siii  -: ^ cos 

2  2  V  2  2 


O  —  a 


r  sia  -^ T.  cos =  2 

2  2 

En  résolvant  ces  deux  équations,  nous  aurons  en  fonction 
de  la  variable  auxiliaire  i|/  les  expressions  sui\antcs  des 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu  : 

X  sin  a  =::  a  (\{/  sin  a  —  a  sin  -^  % 

)•  sin  a  =;  rt  (  2  sin  a  —  a  cos  y.  —  a  cos-i/^', 

ou  bien,  en  divisant  ces  expressions  par  sin  a,  et  transpor- 
tant les  axes  parallèlement  à  eux-niènies  on  un  point  dt' 
l'axe  desj'  dont  rordonnée  est  a(i  — a  cota},  il  \iendra 


.r  ^r  r/  (  il/ . —  sin  \j  \  > 

\'         SUI a 

(0 


>  =  <■/  I  1  —  — —  cos-i 
SMi  a 
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.le  (lis  (jut!  le  lieu  cherché  coïncide  avec  la  courbe  décrite 
par  lia  poinl  invariablement  lié  à  un  cercle  de  rayon  n^  ijui 
roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 

Soit,  en  ellet  { Jii^-  6),  le  point  M  lié  invariablement  au 
cercle  C  qui  roule  sur    Ox-^    soient  CM  =^  b,   CA  i=  «, 


BCA  =  é  -,  prenons  pour  origine  l'un  des  points  de  l'axe 
des  X  que  le  point  A  vient  occuper  successivement  après 
une,  deux,...  révolutions.  Les  coordonnées  du  point  M 
seront 

•  .r  ^=  aA>  —  ù  siu  -II, 

y  ■=  a     —  b  cos  -j'  ; 

elles  coïncideront  avec  les  coordonnées  (î)  d'un  point  quel- 
conque du  lieu,  si  l'on  prend  GAI  =i  h  ~ 


sin  a 


Problème  n°  30. 

Si  l'on  considère  dans  lui  plan  deux  courbes  quel- 
conijues,  que  l'on  regarde  comme  correspondants  les 
points  pour  lesquels  les  tangentes  sont  parallèles,  et  que, 
par  un  point  fixe,  on  mène  des  droites  égales  et  parallèles 
à  celles  qui  réunissent  deux  points  correspondants,  la 
tangente  à  la  nouvelle  courbe  est  parallèle  aux  tangentes 
aux  deux  courbes  aux  points  correspondants ,  et  son  arc 
est  la  somme  ou  la  différence  des  arcs  des  deux  courbes. 
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Soient  on  clî'et  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  (jucl- 
conquc  de  la  première  courbe,  a.  l'angle  de  la  tangente  eu 
ce  point  avec  l'axe  des  :r,  s  l'arc  de  celte  courbe,  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'au  point  J^, j)  i  soient  x\  y' 
a  et  s' les  quantités  correspondantes  pour  la  seconde  courbe  ; 
désignons  (,'niin  par  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  nouvelle  courbe.  ZSous  aurons 

X  =  x'-.r-,         Y=j'-r, 
chr  =  (h  cos  a,      d.v'  =z  ds' cos a, 
dj  =  ds  sin  a ,      rh'  =  ds'  sin  y., 

les  arcs  étant  comptés  dans  un  sens  convenable,  d'où  nous 
déduirons 

d'K  =  [ds'  —  dsj  cos  a, 

r/ Y  =  'ds'  —  ds  '  cos  a  ; 

mais,  en  désignant  par  S  l'arc  de  nouvelle  courbe,  par  A 
l'angle  de  sa  tangente  avec  l'axe  des  or,  on  a  aussi 

d'K.  =  f/S  cos  A,     f/y  =  f/S  sin  A  ; 

comparant  ces  valeurs  de  dX.  et  dY  aux  précédentes,  on  en 
conclut 

A  =  a      et      dS  =  r/s'—ds, 
d'où 

S  =  s'  —  s  -\~  const. 

Si  l'arc  s  venait  à  être  compté  en  sens  contraire  sur  la 
première  courbe,  on  aurait 

S  =  s'  -\-  s  -h  const. 

Problème  no  31. 

6/  I  o/i  mena  par  chat/ue  point  d'ii/ie  coiirhe  une  droite 
de  longueur  donnée,  faisant  un  angle  constant  ai-ec  la 
tangente,  la  normale  à  la  courbe ,  lieu  des  ext  ré/ni  tes  de 
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cette  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
proposée. 

Soient  en  efl'ct  x,  }'  les  coordonnées  d'un  point  (jucl- 
conquc  de  la  courbe  proposée,  a  l'angle  qu(î  fait  la  tangenle 
en  ce  point  avec  Ox,  p  le  rayon  de  courbure,  s  la  longueur 
de  l'are  compté  d'un  point  fixe,  i  l'angle  constant  que  fait 
avec  la  tangente  de  la  courbe  donnée  la  longueur  con- 
stante /,  j:  et  j^  les  coordonnées  de  son  extrémité,  ^lous 
aurons  les  formules  suivantes  : 

X,  =  X  -1-  /  cosf  a  -+-  /), 

y\  =  X  -^  /  sin   a  -f-  /  ), 
dx  =  ds  ("OS  a  =r  p  cosx  f/x, 
dj  =  ds  sin  ^  =  p  sin  x  rfa, 
d.rtz=  [p  cosa  —  /  sin  (a  -}-  /;]  dx, 
dj \z=z  [p  sin  a  -T-  /  ros  ' x  ■+-  /)]  dx; 

l'équation  de  la  normale  à  la  nouvelle  courbe  sera  donc 

.    ,  ^       /sinfa-4-/)  —  pcosar,.  .        ,  ,n 

Y— r— /sin  a  +  /  =- — i— r— [X  — x— /cos  x  4-/  1 . 

^  ^  '       /cos[a-f-/)-+-psma  "-  ^  •'-' 

Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  remplace  X  et  Y 
par  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  courbe 
donnée,  lesquelles  sont 

X  =  .r  —  p  sin  a, 

Y  =  j  4-  pcosa. 

Problème  n«>  32. 

On  mène  [fig-  7)  Ici  tangente  MT  en   un  point  d'une 
courbe  représentée  par  l'équation   y=zf[x)^  puis   une 
série  de  cordes  parallèles  à  cette  tangente;  le  lieu  des 
T.  —  Hec.  5 
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milieux  P  de  ces  cordes  est.  une  courbe  qui  passe  au 
point  iM  :  oii  demande  de  trouver  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe,  au  point  M. 


Soient  X  et  j  les  coordonnées  du  point  M;  menons 
M'-M"  parallèle  à  la  tangente  MT  et  à  une  distance  infini- 
ment petite  de  cette  tangente  ;  soient  x'  =  x  —  //'  et 
x"  =  .r-f-  h"  les  abscisses  des  points  M'  et  M"  où  cette  pa- 
rallèle coupe  la  courbe;  les  ordonnées  de  ces  deux  points 
seront 

y=/{.v-//),      r"  =  /(.r-f-//') 

ou,  en  développant  par  la  série  de  Taylor, 

Écrivons  que  .M'.M"  est  parallèle  à  MT,  nous  aurons 

y"—  )■' 
.T    —  .r 

or 

.i"—.r'=/i"-^//, 

et 

y'-/=[h"-i-h')/'{.r)+      — /"^^)-x.  — ^/-(.rj-f-...; 
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on  aura  donc 

(A'+A')/'(x)+— ~-/"W  +  -^— /"(x)+... 

/'w= -^^ttt ^- ' 

d'où,  en  effectuant  la  division  pai/i"  +  /i'  et  supprimant 
/'(.r)  de  part  et  d'autre, 

d'où  l'on  déduit,  en  supposant  /""  a)^o, 

'-'' 3 /"j:^^--- 

En  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre,  on  peut  rem- 
placer, dans  le  second  terme  du  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  A"  par  h'-,  on  trouve  ainsi 

h''    f"'(T) 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  clierchée  est  la 
limite  de  celui  de  la  droite  MP,  quand  h'  et,  par  suite,  h'^ 
tendent  vers  zéro^  c'est  donc  la  limite  de 

r'-^r" 

'-"—.r'-i-x"  ~  h"—  h'  ' 


en  remplaçant /(x  —  h']  clf{x-i-h")  par   leurs  déve- 
loppements, on  trouve 
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et  en  mettant  pour  h"  sa  valeur  (i),  ou  aura 

On  peut,  pour  avoir  la  limite  de  u,  remplacer,  dans 
l'expression  précédente,  A"  par  A';  on  obtient  ainsi,  pour 
le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  diamétrale  en  M, 


/"■(^) 


Soient  [fig-  8)  a  l'angle  que  l'ait  la  tangente  MT  avec  O  jt, 
(3  l'angle  correspondant  pour  la  courbe  diamétrale,  y  l'angle 


FifT.  8. 


de  ces  deux  tangentes,  p  le  rayon  do  courbure  de  la  courbe 
donnée  -,  on  aura 


tan 


ga=/'(.r),      tang.S=/'(.r)-2^^^      7  =  ?--, 


3/"' (a:) 


tang7  = 


/"(-) 


l4-/''(.r)- 


3/'"(x;/'(.r] 


/"'(-) 


D'autre  part,  on  a 


p--7-"(.-)   -' 
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d'où  l'on  tire 

/"(■r) 


on  déduit  de  là 


d.r  =  du  ; 


7â  =  '/'W-,q^[-/'-W]; 

il  en  résulte 

dx 


Eu  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de 

do 
d^x 


la  courbe  proposée  à  cause  de  la  relation  p'  =  —■>  on  aura 


3p 


Soient  C  le  point  de  la  développée  qui  correspond   au 
point  M,  CD  parallèle  à  MT  la  normale  à  la  développée  5  le 


triangle  rectangle  MCD  donne 


MC 


cotCMD  =  lang7=— =  ^-, 
remplaçant  tangy  par  -7-5  nous  avons 

_L  —  If 

CD  ~  p'  ' 

p'=3CD. 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  d'une  courbe 
est  triple  de  la  portion  de  la  normale  de  celte  développée, 
comprise  entre  son  point  de  départ  et  la  tangente  de  la 
courbe  diamétrale  relative  à  la  courbe  proposée. 
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APPLICATIONS. 


i**  Quelles  sont  les  courbes  qui,   en  chacun  de  leurs 

points,  sont  normales  à  leurs  diamètres  ? 

On  doit  avoir 

3p 
y  =  90°,      tangy=-f; 

P 
on  a  donc 

p'=o,     pz=const.  ; 

on  sait  que  la  courbe,  dont  le  rayon  de  courbure  est  con- 
stant, est  un  cercle. 

2^  Quelles  sont  les  courbes  qui ,  en  chacun  de  leurs 
points ,  font  un  angle  constant  avec  le  diamètre  ■corres- 
pondant ? 

On  doit  avoir 

y  riz  const., 

par  suite 

3o  3 

~  rtr  const.  =  -; 

?  f" 

il  en  résulte 

i- =r /■,      logp  =  Xa -r-  logrt, 

? 

en  appelant  loga  la  constante  :  on  a  donc 

On  verra   (p.  80}  que  l'équation  précédente  définit   une 
spirale  logarithmique. 
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Problème  no  33. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  en  un 
point  donné  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
courbe  donnée. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
considéré,  et  pour  axe  des  j-  sa  normale. 

L'équation  générale  des  ellipses  tangentes  à  la  courbe  à 
l'origine  sera 

(l)  «.r'  H-  2  b.Tj  -i-  Cl  ^  -h  opj-  r=:  o. 

Il  faut  écrire  qu'à  l'origine  7  "  et  y  '"  ont  sur  l'ellipse  des 
valeurs  données  ui  et  /?,  celles  qui  conviennent  à  la  courbe. 

Dilîérentiant  l'équation  (i)  trois  fois  de  suite,  et  faisant 
X  =  o,  j  =  o,  )  '  =  o,  on  trouve 

<•/  -f-    cm    r-^  o, 
/ic  -i-  3  iiii  1;=  o, 
■d'où 

l>  _     " 
Cl         3  lu'^ 

Le  centre  de  l'ellipse  (i)  est  donné  par  deux  équations, 
dont  l'une  est 

ax  -f-  hj  =  o, 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  trouvée  entre  a  et  />, 
il  vient 

3/»- 
^  n 

donc  le  lieu  des  centres  des  ellipses  est  une  droite  passant 
par  le  point  de  contact 
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Problème  n°  34. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères 
<]ui  ont  en  un  point  donné  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  courbe  donnée. 

Gardant  les  axes  et  les  notations  du  problème  précédent, 
nous  voyons  que  l'équation  générale  des  hyperboles  équi- 
latères tangentes  à  la  courbe,  à  l'origine,  est 

(l)  ax- -{-  "2.  bjry  —  ay^ -\-  '2.cj  z=z  o. 

On  aura  encore,  pour  exprimer  que  le  contact  est  du 
second  ordre,  la  condition 

(  2 }  a  -r-  eni  =z  o . 

Le  centre  de  l'hyperbole  (i)  est  déterminé  par  les  deux 
équations 

(3)  a.r  -i-  bj'  =1  o, 

(4)  ^•z' —  ay-{-ez=o; 

l'élimination  de  a,  b,  e  entre  les  équations  (2),  (3),  (4) 
donne 

■>■ 

x--f-j--r  —  =:  o, 

équation  d'un  cercle  passant  par  le  point  de  contact,  dont 
le  centre  est  sur  la  normale  à  la  courbe,  et  dont  le  rayon  est 

—  5  ou  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  pro- 

2  m  •'  '■ 

posée;  car  ce  dernier  rayon  est  à  l'origine 

/'      -y- m' 
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Problème  n"  35. 

On  considère  la  série  des  paraboles  qui,  en  un  point 
donné,  ont  avec  une  courbe  plane  donnée  un  contact  du 
second  ordre;  on  demande  : 

1°  L'équation  générale  de  ces  paraboles  ; 

2"  Le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  ; 

3®  L' enveloppe  de  leurs  axes. 

1°  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la 
normale  à  la  courbe  donnée  au  point  considéré  ;  désignons 
par  R  le  rayon  de  courbure  en  ce  point.  On  a,  pour  la 
courbe  à  l'origine, 

^  =  0,      j'=o,     j  =  —, 

en  vertu  de  l'expression  R  =  ■  - — jr-^'  Pour  toutes  nos 
paraboles,  on  devra  avoir  aussi,  à  l'origine, 

j  =  o,     j-'=o,     j  =-• 

Soit  a  l'angle  que  fait  l'axe  de  l'une  d'elles  avec  Ox\ 
son  équation  sera  de  la  forme 

(j>cosa  —  .r  sina)'=  2  Aj. 

En  différentiant  deux  fois,  faisant  ensuite  x=^y=y'=o^ 
y "=.—•,  on  trouve 

A  =  R  sin^a; 

l'équation  générale  de  nos  paraboles  est  donc 
(i)  (/cosa  —  j:  sina)'=  2R  sin'a  j, 

et  le  paramètre  variable  est  a. 
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2°  On  trouve  aisément,  pour  les  coordonnées  du  foyer 
de  la  parabole  représentée  par  l'équation  (i), 


R   . 

j:,  =r sinacosa, 

2 

R   . 

Xi=       — sni=;t. 


Pour  avoir  le  lieu  du  foyer,  il  faut  éliminer  a  entre  ces 
deux  équations  j  on  en  tire 


•^1  +  Ji  =  —  ^1"  =*  =  ~y^ 

4  - 


Le  lieu  du  foyer  a  donc  pour  équation 


R 

•j; ,i,  =  o. 


Donc  ce  lieu  est  une  circonférence  tangente  à  la  courbe  et 
dont  le  ravon  est  le  quart  du  rayon  de  courbure  R. 
2°  L'équation  de  l'axe  de  la  parabole  est 

a:  sina  — j  cosa  =  —  R  sin-a  cosa. 

Pour  trouver  l'enveloppe,  je  prends  la  dérivée  par  rapport 
à  a 

r  cosa  -h  jsina  :=  —  R  ( ?.  sin  a  cos- a  —  sin^a). 

Il  faudrait  maintenant  éliminer  a  entre  ces  deux  dernières 
équations  ^  mais  il  vaut  mieux  tirer  de  ces  équations  les 
valeurs  de  .r  et^^  en  fonction  de  a  5  on  obtient  ainsi 

(  .r  =  —  R  sincîacos'jc, 

(2) 

(    >=  —  R  cos  2  a  sm'  a. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faut  faire  varier  a  de  zéro  à  2::. 
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Afin  de  suivre  facilement  les  variations  de  x  et  j)^,  formons 

djT       dy  ,  ,  .  1       • 

-—  et  -— ;  après  quelques  réductions,  nous  trouverons 

(ix        da.  ^        ^ 

dr  ^        , 

-—  =: —  2Rcosacos3a,   \ 

dx  f    dy 

(3)  {  }    --  =  tanga, 

dy  .  ^       \    d^ 

-— = — 2R  sin  x  cos3a,  1 

dot.  ' 

et  la  discussion  va  se  faire  au  moyen  des  équations  (2) 

dy 
et  (3).  Pour  a  =  o,  a:  =  o,  j'  =  o,  -^  =  o,  la  courbe  part 

de  l'origine  où  elle  est  tangente  à  l'axe  des  x\  a  augmen- 
tant, X  et  y  sont  négatifs,  et  vont  en  diminuant  jusqu'à  ce 

qu'on  ait  a  =:=  Zo^.  auquel  cas  -7-  et  -;-  s'annulent. 
^  dx         dx 

Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AO5  continuons 

à  faire  augmenter  a  ou  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la 

courbe  avec Oo:,  -^  ^^  -f  deviennent  positifs^  donc  x  ei y 

vont  en  croissant.  Ceci  nous  donne  la  branche  de  courbe  AQ 
située  au-dessus  de  AT,  puisque  la  tangente  s'incline  de 
plus  en  plus  sur  l'axe  des  x-^  le  point  A  est  donc  un  point 
de  rebroussement  du  premier  genre,  x  et  y  augmentent 
jusqu'cà  ce  qu'on  ait  a  =  Ç)o'^-^  alors  j:=o,  j'  =  R*,  la 
courbe  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  don- 
née \  nous  avons  ainsi  la  branche  QB  tangente  en  B  à  l'axe 
des^. 

Quand  on  change  a  en  7:  4-  «,  x  et  j-  restent  les  mêmes  : 
il  suffit  donc  de  faire  varier  a  de  zéro  à  t:-,  si  l'on  change  a 
en  7:  —  a,  x  change  de  signe  et  y  reste  le  même  5  donc  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  j'.  Nous  pou- 
vons achever  de  la  construire;  nous  voyons  {Jig-  9}  qu'elle 
offre  trois  points  de  rebroussement  de  première  espèce. 

Il  est  facile  d'avoir  le  rayon  de  courbure  p  en  un  point 
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quelconque  de  cette  courbe  j  ou  a.  en  ellet, 

(h 

mais  les  formules  (3)  donnent 
ds 


dx 


=  2R  cos3a; 


donc 


p  =  2R  ces 3 a. 
La  courbe  enveloppe  des  axes  des  paraboles  est  tangente 


au  cercle  lieu  des  foyers  en  trois  points  O,  H,  K;  en  ellet, 
reprenons  les  formules 

R      •  T.      •  , 

^,  = Slllacosa,       a:  =  — Rsin2acos-a, 

2 

R   . 

/i  =        — sin'a,  7-  =  —  Rcossasin'a, 

2 


d'( 


dy^  ^  dr 

',  ~  = — taii"2a,      -- =  tani:a. 

dj-,  °  dx  ° 
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Les  points  communs  aux  deux  courbes  sont  donnés  par  l'é- 
quation 

sin  a  ces  a  (  cos'  a  —  -  J  =:  o, 

d'où 

a  =  o,      OU      a  =  90",      ou     a  =  60",      ou      a  =  120". 

Pour  toutes  ces  valeurs,  sauf  a  r=  90°,  ou  a 

dr,        dy 
—  tang2a  =  tanga      ou      -f— = -^  • 

rtr,  d.r 

On  verra,  dans  le  problème  1  de  la  troisième  Partie,  que 
la  relation  p  =  2R  cos3  a  suffit  pour  prouver  que  la  courbe 
dont  nous  venons  de  nous  occuper  est  une  épicycloide  en- 
gendrée par  un  point  d'une  circonférence  de  rayon  —  rou- 

lant  à  l'intérieur  d'une  circonférence  de  rayon  -y 

Problème  n»  36. 

Monti  er  qu'il  existe  en  général  une  conique  ayant 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné,  un  contact 
du  quatrième  ordre,  et  trouver  l'équation  de  cette  co- 
nique connaissant  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

(I)  P=/(^)> 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  a  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente avec  une  droite  fixe. 

Prenons  [fig-  10)  l'un  des  points  de  la  courbe  pour  ori- 
gine, la  tangente  et  la  normale  pour  axes  des  x  et  desj'; 


78  PREMIÈRE    PARTIE. 

nous  allons  chercher,  relativement  à  ces  axes,  l'équation 
de  la  conique  j  soit  cette  équation 


(2) 


Aj>  =+  2Bj"j4-  C^'-f-  2D/=  G. 


11  faut  écrire  que  les  valeurs  de  j,  j\  y'\  j"\  j'"^  tirées 
de  cette  équation  quand  on  y  fait  x  =  o,  sont  les  mêmes 
que  pour  la  courbe  donnée  au  point  A  j  nous  représente- 


Fig.  10. 


rons  ces  dernières  parj)'^,j)'J,  j'J.  DilTérentions  quatre  fois 
l'équation  (^),  et  faisons  ensuite  x  =  0,  y  =  o  -,  nous  trou- 
verons 

DjI  4-  C  =  o, 

d/:+3bj:=o, 

D)--f-4Bj:-+-3Ar;'  =  o. 

C      lî      A 
Tirons  de  là  les  rapports  —  ?  —1  —  »   reportons -les  dans 

l'équation  de  la  conique,  et  elle  deviendra 

(3)     (4r'r—  3j ;.)■;■).' '^ - 6)7.)'; .^j-  —  9.>V-'-'-t-  i8>v.v  =  o. 

11  reste  à  tirer  les  valeurs  desj'^,  j'^',  > 'J  de  l'équation  (i); 
or  nous  avons 

a  désignant  l'angle  que  fait  la  tangente  Kx  avec  une  droite 


fixe; 


(4) 
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I  ds  =f{a.-\-  (p)<'/(p, 

dx  =  r/.v  cos  «p, 

dy  -^zds  sin  y. 
'    dx  =:f(^oi.  -(-  ^)  cosepf/y, 

dy=:f[ix  -f.  î))sin  ©  J-p, 

r  =  ^.  =  ^"'"g? 


JXous  tirons  de  là 


rf.r         y(a  +  ep)  COSçp<'/ç         p  COs'ij. 


dp 
3  sino)  ^a 


Jj" 


p  CO??1) 


dx         pcosodrf        p'cos'iB        p^cos^çp 
,  I     3  sin  «9 


± 


p  cos«p 


p-cos^y        p^cos*^/. 
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Calculons  cette  dernière  expression;  faisons -y  ensuite 
(j)  =  o,  comme  dans  les  précédentes;  p  et  ses  dérivées  ne 
dépendront  plus  que  de  l'angle  a  que  fait  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  A  avec  une  droite  lîxe  OX;  nous  trou- 
verons 

I 
—  ? 


Jo 


^"-^    p^  d^' 

3          Zj'daV- 

I    d' p 

Je  trouverai  pour  les  valeurs  des  coefficients  de  l'équation 
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de  l'ellipse  les  expressions  suivantes  : 

D=      9p', 
C  =  -9p'. 

Soient  Xi  etj'i  les  coordonnées  du  centre^  on  a 

Bj,  -+-  C.r,  =  o, 

Zl  — _  -  —  ^. 
jr,  B         dp 

di 

Donc  l'angle  formé  par  la  droite  menée  du   point  A  au 
centre  de  la  conique,  avec  la  tangente  AT,  a  pour  tangente 

— ^.  C'est  précisément  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  la 
dp_ 

da. 

tangente  du  diamètre  en  A,  page  69;  la  tangente  du  dia- 
mètre va  donc  passer  par  le  ci'ntre  de  la  conique. 

Appliquons  les  iormules  précédentes  à  la  spirale  loga- 
rithmique 5  pour  cette  courbe,  on  a 

il  en  résulte 

C  =  — 9/'^""», 

B=      3/'//;f""', 

A  =  —  (9-1-  ?./«•) /'e""», 

AC  —  B=  >  o  ; 

la  conique  est  donc  une  ellipse.   Soit  X  l'angle  que  fait 
le   grand  axe  de  l'ellipse    avec   la   tangente  ;    la    formule 
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.  aB       , 

inneraA--- donnera 

*  C  — A 

,        3 

m 

Ainsi,  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  le  grand  axe  de 
l'ellipse  lait  le  même  aui^le  avec  la  tangente. 

Dans  le  cas  de  la  eycloïde ,   p=:rtsina,   --^^acosa, 
-'  ^  ^    da. 

— -  =  —  a  sin  a , 

C  =:  —    C)a-  siii-'a, 

B  =         3«-  sin  a  cosa, 

A  =  —  I  ?.  «^  sin-  a  —  5  a-  cos^ a  ; 

AG  —  B"  étant  positif,  la  conique  est  encore  une  ellipse. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  la  courbe 
lieu  des  centres  des  ellipses  ayant  en  chaque  point  de  la 
eycloïde  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  cette  courbe. 


Problème  n»  37. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  rehroussenient  des  courbes 
du  troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données. 

Prenons   {Jig-  ii)   deux  des   asymptotes   données  pour 

Fig.  II. 


axes  des  x  et  des  ■>-,  et  soit  alors  ajc  -h  by  -f-  c  =;  o  l'équa- 
tion de  la  troisième  AB5  l'équation  générale  des  courbes 

T.  —  Rec.  6 
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(lu  troisième  degré,  ayant  pour  asymptotes  les  trois  droites 
données,  sera 

j-j  (a.r  -+-  bj  -h  c)  —  {px  -f-  qy  -|-  r)  =  o, 

où  /?,  q,  r  sont  des  paramètres  variables  ;  désignons  par  /"le 
premier  membre  de  l'équation  précédente 5  les  coordon- 
nées jc  et  j  d'un  point  de  rebroussement  devront  vérifier 
les  équations 

/=0,       -7-  =  0,        --  =  0,  — — -      —  — ^    --— =  0. 


d.T  dy  \d.rdj  I         d.r-    dy'' 

Or  on  trouve 


dx 


:  j(2rt.T-  4-     by-[-c) — p. 


dy  ^  '  ' 

—— —  =  lax  -T-1  h  y  -t-  c, 
dxdy 


dy' 


2hx; 


1-           •          /    d'fY       d'/   d'f  ,      .  j 

1  efiuatu)n     ^— ^r-  1 r-r  -7— „  =  o  devient  donc 

^  \(l.v(ly )  d.r-    (ly 

(l)  (2rt.r  -+-  "y.by  -{-  c)' —  Jl.ab.iy  --  o. 

Cette  équation,  qui  ne  contient  plus  les  paramètres  varia- 
bles p^  c/,  /•,  est  celle  du  lieu  des  points  de  rebroussement 
de  toutes  nos  courbes  du  troisième  degré.  Ce  lieu  est  une 
ellipse  tangente  aux  axes  des  x  et  des  1  ,  aux  points  ï)  et  F, 
milieux  de  OA  et  OB;  la  droite  rr.r -+-/')  -f-  c  =  o  est  aussi 
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tangente  à  l'ellipse  an  point  G,  niilicn  dv.  AIÎ;  on  a  donc 
ce  ihéorèmo  ; 

Le  lieu  (les  points  de  rebfoussenient.  des  courbes  du 
troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites 
données  est  l'ellipse  de  plus  grande  surface  inscrite  dans 
le  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 


Problème  n»  38. 

Trouver  la  développée  de  la  leuiniscate . 

L'équation  de  la lemniscate  est  [xr  -\~ y'^ )'  =■  a^  [pc' — y^)  ; 
nous  exprimerons  x  itX.  y  à  l'aide  d'une  variaLle  auxiliaire, 
qui  sera  l'angle  polaire  0  5  nous  trouverons 


X  =  acosO  ycos2  6,      y  =  a  sin9  ^cosaQ. 

En  difiércntiant  et  réduisant,  on  a 

sin39     ,„        ,             cos39    ,^ 
dx-=L  —  a  —^^:^=TT-  «9,      cly  =  a ■  rf9  ; 

^COS  2  9  y/cos  2  9 

on  en  conclut,  pourl'équation  de  la  normale  à  la  lemniscate. 


X  siii  3  0  —  Y  cos  3  9  =  <^/  sin  2  9  y^cos  28. 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  droite  5    nous  prenons  la 
dérivée  par  rapport  à  9 

V  -ir  V    ■     -îr,  ^    2008=29  —  Sin=29 

Xcos39 -H  Ysin3  9  :=  -    == • 

■J  Y^cosîô 

Les  deux  dernières  équations  peuvent  s'écrire 
Xsin39  — Ycos39=: ^     , 

2    y^COS2  9 
■xr  OA  -.r-o«  «1  +  3C0S49 

Xcos39  4- Ysni39  =  -T  ^    ; 

"         y/cOS2  9 

6. 
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en  les  résolvant  par  rapport  à  X  et  ^ ,  on  trouve 

a  3  cosS  -H  CCS  36 
X=  -. 


Y  =  7^ 


—  3sin6  -h  sin39 
6  y'cos  2  9 


ou  bien 


2  a     cos'9  2<3     sin'9 


3     y/cos2  9  -^    VCOS2& 


telles  sont  les  coordonnées  du  point  de  la  développée  cor- 
respondant au  point  x^  j  de  la  courbe.  Il  est  facile  d'éli- 
miner 0  de  ces  deux  équations;  on  a,  en  etîbt, 


.„,,  =  -(|y,    x'.y^=(î^) 


(  ces  2  9 


-rt 


pour  équation  de  la  développée;  mais  il  vaut  mieux  discuter 
la  courbe  avec  les  formules  (i),  auxquelles  nous  joindrons 
les  suivantes  : 

'  r/X       8rt  sin'9  — I    .    „       ,^     , 
l   = -— -   siuGc()S-9,    i 

1  COS29    '  \   ti\ 

'   ./Y        Sa    i  — cos'9    .   ,„  \  ''^ 

(C0S2  9)^ 

2rt       r/Y 

pour  0  =  o,  1  --  o,  A  =  — »   ^  =  o- 

La  courbe  (  //":,'■.  i  2)  part  du  point  A,  où  elle  est  tangente 
à  l'axe  des  X;  6  augmentant,  X  est  positif  el  décroissant, 
Y  négatif  el  décroissant;  pour  6=  3o°.  X  est  un  minimum; 
pour  6  >  3o",  X  croit  et  Y  décroit;  pour  0  =  4'»'\  X  et  "^ 
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sont  iiifniis  ;  la  courbe  a  une  hraiiclic  iiiliiiic  ;  lim  —  =  —  i  ^ 

rasyiii|)toU;,  si  clic  existe,  est  parallèle  à  la  droite  Y-i-X=o. 
11  faut,  pour  avoir  l'ordonnée  à  l'origine,  chercher 

0.  a  cos'  6  —  siii'  9        , .      r».  a    cos' 0  —  sin'  0 

r =  lim  -—-    -^::^:r- 


lim  (  Y  H-  X)  =:  lim  — — 

3  y/i 


^cos  2  0  "^    y/cos'  9  —  sin*  9 

pour  0  =  45"  ;  or  cette  limite  est  zéro,  car 


2«    cos'5i— sin'9         ia      /cosô — sinO  ,      „^  „   .    «       •   ,,s 

■     ■=. —  1/ : — (cos^0-4-cos9smÔH-sui^ô), 

3    ^cos^e— sin^O        ^    V  cos9-^sm9^ 

et  cette  dernière  quantité  s'annule  pour  0  =  4^°-  L'asym- 


ptote est  donc  la  droite  Y-t-X  =  o;  la  courbe  se  compose 
de  quatre  parties  égales  à  la  branche  ABC  que  nous  venons 
de  déterminer. 


Problème  n»  39. 


Trouver  V enveloppe  des  positions  d'une  droite  mobile 
qid  toujme  uniformémejit  autour  d'un  de  ses  points  pen- 
dant que  ce  point  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et 
uniforDie. 
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Prenons  {fig-  i3;  pour  axe  des  x  la  droite  décrite  par 
le  point  considéré,  et  pour  origine  la  position  occupée  par 


Fig.  ,3. 


ce  point  quand  la  droite  mobile  est  couchée  sur  l'axe  des  x., 
soient  OM  =  ia'j)t^  CMa:=  wf,  où  £  représente  le  temps 
écoulé  5  l'équation  de  la  droite  MC  est 

'  ^'  =  tangw?(x  —  Q.aat) 


X  sin w ?  —  y  cos (,it=:  aaoit sm w t. 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  à  f,  et  nous  aurons 

.T  coswf  +^sinw?  =  2<7  (sin  w?  -f-  oitcosut). 

JNous  pourrions  éliminer  t  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions pour  avoir  l'enveloppe  5  mais  il  vaut  mieux  garder  t 
comme  variable  auxiliaire.  Des  équations  précédentes  on 
tire 

a:  =z  rt  (sin  2w/^  -h  2w^  , 

J  =  fl(l  —  C0S2W?). 

Soit  posé  i(x)t  -^û  — -ç;  nous  aurons 

X  rz^  a  [t  —  ç  -T-  sin  cp  ), 
y  =  a[i  -\-  COS(j)), 
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OU  encore 

arz=7rrt  —  a  {<f  —  si  no), 

y  =1  2  a  —  rt(i  —  cos  tp  ) . 

On  reconnait  les  équations  d'une  cycloïde  tangente  à 
l'axe  des  x  et  dont  le  sommet  est  à  l'origine. 

Problème  n»  40. 

Sur  les  caustùjucs  par  réflexion. 

Des  rayons  lumineux,  partis  du  point  L  [fî^- 1^)^  vien- 
nent rencontrer  une  courbe  Cj  ils  sont  rélléeliis^  la  caus- 
tique est,  comme  on  sait,  l'enveloppe  des  rayons  rélléchis. 
Un  théorème  intéressant,  dû  à  Quetclet,  ramène  la  re- 
cherche de  la  caustique  à  celle  de  la  développée  d'une  cer- 


taine  courbe^  voici  ce  théorème  :  Qu'on  abaisse  du  point 
lumineux  la  perpendiculaire  LP  sur  l'une  quelconque  des 
tangentes  de  la  courbe  proposée,  que  l' on  prolonge  cette 
perpendiculaire  en  Q  d' une  quantité  égale  à  elle-même, 
et  la  caustique  sera  la  dé\^eloppée  du  lieu  des  points  Q. 

On  voit,  en  elFet,  tout  d'abord  que,  en  menant  la  droite  QM 
et  la  prolongeant,  on  a  le  rayon  réfléchi;  en  second  lieu,  la 
tangente  au  lieu  du  point  Q  est  parallèle  à  la  tangente  au 
lieu  du  point  P,  et  cette  dernière  (Freket,  i^  édition,  pro- 
blème 230)  fait  avec  PL  un  angle  APL  =  PML  5  si  donc  BQ 
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est  la  tangente  au  lieu  du  point  Q,  on  aura 

PQB  r=  PML  =  PMQ, 

et  par  suite 

PQB  +  PQM  =  BQM  =  PQM  -f^  PMQ  =  90°. 

Donc  les  rayons  réflécliis  sont  les  normales  de  la  courbe  Q. 
et  par  suite  la  développée  de  cette  courbe  est  la  caustique. 

APPLICATIONS. 

i"  La  courbe  donnée  {fg.  i4)  f'st  une  spirale  logarith- 
mique au  pôle  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux^ 
dans  la  spirale  logarithmique,  l'angle  PML  est  constant;  le 
lieu  du  point  P  et  par  suite  celui  du  point  Q  sont  donc  des 
spirales  semblables  à  la  proposée;  la  développée  du  lieu 
du  point  Q  sera  donc  encore  une  spirale  logarithmique 
égale  à  la  proposée  ;  c'est  la  caustique  cherchée. 

2'^  La  courbe  donnée  est  une  hyperbole  équilatère  au 
centre  de  laquelle  se  trouve  le  point  lumineux. 

Prenant  pour  axes  les  axes  de  l'hyperbole,  on  lrou\e 
aisément  cjue  le  lieu  du  point  P  a  pour  équation 

et  par  suite  celui  du  point  Q 

le  lieu  du  point  Q  est  donc  une  lemniscate,  et  comme,  à  la 
page  85  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  construit  la  développée 
de  la  lemniscate,  nous  avons  par  cela  même  étudié  la  caus- 
tique demandée. 

3°  La  courbe  donnée  est  une  circonrérence,  cl  le  poiui 
lumineux  est  placé  sur  la  circonférence. 

Je  dis  que  le  li(>u  du  jioint  Q  est  une  épicvcloïde.  Pour  le 
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prouver  {/ig-  i5),  j'clôvc  au  polnl  O  la  pcrpciuliculain;  QC 
sur  MQj  je  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OAl  ;  je 
prolonge  également  .MO  jusqu'en  D.  Les  deux  triangles  ree- 
tangles   INK^C   et   MLD  sont  égaux  connue   ayant  l'angle 

Fig.  i5. 


QMC  =:  LMD,  et  le  côté  MQ  =  i^IL-,  donc  MC  =  MD.  Sî 
je  fais  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  M, 
Q  et  C,  elle  sera  donc  égale  à  la  proposée,  et,  à  cause  de 
l'égalité  des  cordes  MQ  =  IML,  on  voit  que  les  arcs  MQ 
et  ML  sont  égaux.  Donc,  en  faisant  rouler  extérieurement 
sur  la  circonférence  proposée  une  circonférence  égale,  le 
point  de  cette  circonférence,  qui  était  d'abord  en  L,  décrira 
le  lieu  du  point  Q;  c'est  l'épicycloïde  LQAH.  On  sait  que 
la  développée  d'une  épicycloi'de  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. 


Prenons  donc  OB  ==  OK  = 


OL 


et  décrivons  des  cirocn- 


férences  sur  BK  et  KL  comme  diamètres  ;  en  faisant  rouler 
la  seconde  sur  la  première,  le  point  qui  était  d'abord  en  L 
décrira  l'épicycloïde  LFBE,  qui  sera  la  caustique  demandée. 
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Problème  n°  41. 

Sur  les  rayons  veclcurs  d' une  courhe  comme  diamètres, 
on  décrit  des  circonférences  ;  on  demande  de  montrer  que 
l'enveloppe  de  ces  circonférences  n'est  autre  chose  que  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine 
sur  les  tangentes  de  la  courbe,  ou  la  podaire  de  la  courbe 
par  rapport  à  l'origine. 

Soient,  en  eiî'et,  x  et  j  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  dont  l'équation  est  j  =f{^x'  ]  l'équa- 
tion du  cercle  correspondant  sera 

(i)  X'-i-Y'—X.T  —  Yj  =  o. 

Pour  trouver  l'enveloppe,  il  faudra  joindre  à  l'équation 
précédente  celle  qu'on  obtient  en  en  prenant  la  dérivée  par 
rapport  à  x,  savoir  : 

(2)  X-f-Yj'^o. 

En  prenant  le  point  où  la  droite,  représentée  par  l'équa- 
tion (2),  rencontre  la  circonférence  (i),  on  aura  un  point 
de  l'enveloppe.  Or  la  droite  (2)  est  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente^  son  pied,  qui  doit  être 
sur  la  circonférence,  coïncide  donc  avec  le  point  de  lenve- 
loppe,  et  la  podaire  est  identique  à  l'enveloppe. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  surfaces  :  l'enveloppe 
des  sphères  décrites  sur  les  ravons  vecteurs  d'une  surface 
comme  diamètres  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  piods  des 
perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  hs  plans  tan- 
gents de  la  surface. 

Soit,  en  ellet, 

(3j  z=/(.r,y) 
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l"('(|ualioii  de  la  surface,  />  =  -^,  n  =:--;  l'cfiualion  d'une 
^  '  (/.>■      '         cl)  ^ 

dos  sphères  est 

(4)  X=-i- YH-Z'  — X.r  — Yj— Z3  =  o. 

Si  l'on  reiuplace  z  par  sa  valeur  en  x  et  j)  ,  au  moyen  de 
l'équation  de  la  surface,  l'équation  précédente  contiendra 
deux  paramètres  variables  x  etj^  j  il  faudra,  comme  on  sait, 
dillérentier  par  rapport  à  chacun  de  ces  paramètres  pour 
avoir  l'enveloppe  j  on  aura  ainsi 

(5)  X  -^-  Zp  =  o, 

(6)  Y4-Z^^o, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  résultera  de  l'élimination  de 
ar,j'-,  z  entre  les  équations  (3),  (4),  (5)  et  (6);  or  les  deux 
dernières  sont  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  sur  le  plan  tangent  à  la  surface;  le  pied  de 
cette  perpendiculaire,  qui  doit  être  sur  la  sphère  (4),  coïn- 
cide donc  avec  le  point  de  l'enveloppe  déterminé  précé- 
demment, et  la  podaire  et  l'enveloppe  sont  identiques. 

Problème  n°  42. 

Trouver'  la  caustique  par  réflexion  pour  des  rayons 
lumineux  perpendiculaires  à  l'axe  d' une  parabole. 

L'équation  de  la  parabole,  en  prenant  le  foyer  pour  ori- 
gine et  l'axe  pour  axe  des  x,  est 

)  ==  ip.r  ^-/?^. 

Soient  PM  [fig-  i6)  un  rayon  incident,  IMN  la  normale, 
]MR  le  rayon  réfléchi,  cp  l'angle  MNP  ;  on  aura 

NMP=NMR=  -  —  o, 

2 

MR.r= 2(p, 

2 
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et  l'équation  de  MR  sera 


(0 


COS  7.  o  . 

sin  2  «p 


Dans  le  triangle  rectangle  MPjN  , 

PN  =/?  =  j  cotçi,      d'où     j- =:/>  tango. 

Reportant  cette  valeur  de  j^  dans  l'équation  de  la  parabole, 
il  vient 

p  COS  1  ^ 
COS'çp 


l.r.  =  ^  — p 


L'équation  (i)  du  rayon  réfléchi  pourra  s'écrire 
Y  sin 2 (y  —  X  ces i'^  =  y  sin io  —  j-  cos 2 o 


ou 


(^- 


Y  sin  2  &  —  X  COS  2  c*  = 


2  cos'  o 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite,  je  prends  les  déri- 

Fig.  i6. 


vées  des  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  rapport  à  9, 
ce  qui  me  donne 

p  sino 


(3 


Y  COS  2  ç  H-  X  sin  2  o 


Je  résous  les  équations  '2)  cl  (3^  par  ra])port  à  X  cl  \  ,  et 


EXKncrcES  sur  le  calcul  différentiel,  ^3 

|0  trouve 

(  X  -— c()s3«, 

}  2COS^(p 

^'^^  i  P 

Y=+       ^      sin3.p. 

Voilà  donc  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
causti(|ue,  exprimées  bien  simplement  en  loncti(»n  de  la 
variable  auxiliaire  o  ;  la  courbe  est  évidemment  symétrique 
par  rapport  à  l'axe  des  x,  et,  pour  la  construire,  il  suffira 

de  faire  varier  o  de  zéro  à  -;  on  trouve,  du  reste, 
.'    r/X        3p  sin  2  9 

)      <^/o  2COS*(j) 

(5)  < 

(rfY  3/»cos2'j) 
f/(p  2  ces*  (5) 

On  construira  sans  difficulté  la  courbe  à  l'aide  des  équa- 
tions (4)  et  (5)  5  on  peut  calculer  aisément  la  longueur  d'un 
arc  de  cette  courbe^  on  a,  en  cti'et. 


</S 3/»  3p 


(l^  2  008^0  2     ^  °-'  ^^ 


d'où 


3o 

S=  —  (tangî.  ^jtang». 


L'aire  U  du  secteur  AO^M  de  la  parabole  est 


il  en  résulte 


U  =  -7-  (tang^  -^  ^  tang'  9  )  ; 


p 


La  longueur  d'un  arc  de  la  caustique,  multipliée  par  /?,  est 
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donc  égale  à  6  fois  l'aire  du  secteur  parabolique  corres- 
pondant. 

Cherchons  l'équation  de  la  caustique  en  coordonnées  po- 
laires^ prenons  OA  pour  axe  polaire;  nous  ferons  donc 

X  =  — /cosQ,      Y  — /-sinS; 
il  en  résultera 

/cosO=: cos3o,      ra'mB  z= — r— —  sinS»; 

2C0S'çp  2Sin'(p 


d'où 


et  par  suite 


acos'c/ 


.^cos3=.f  ,   , 


équation  de  la  forme  /''"eos/?/0  =  «'". 

Problème  n"  43. 
On  considère  la  courbe  dcjinie  par  les  ér/uafions 

I.r  =  t'"î(      sin(j)  -f-  m  cosç)  -h  e~"'r^sina)  —  m  costp), 
^  =  c"'r( —  cnsç  +  m  sin  ç)  —  e~'"î(coso  -+-  m  sin  çp), 

ç  étant  la  ^variable  auxiliaire.   On  co?isi(lc/e  ensuite  la 
développée  de  cette  courbe,  puis  la  développée  de  la  nou- 
velle coui'be;  on  demande  de  montrer  quelle  est  sem- 
blable à  la  courbe  primitive  ;  construire  la  courbe. 
On  peut  écrire 

cr  =      sin  1^  'e"'î  -f-  e~"'î  )  -f-  m  cosç  't-"'^  —  e""?), 
y  =z  —  cosç  [e"''-  -i-  e-'"'r  )  ~  m  sin  «p  [e"''-  —  e~"'T  . 


EXF.RCICES    SUR    LE    CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  (j5 

Ou  eu  drduil,  en  dillérontiant  et  réduisant, 

d.r 

-,  -  =  (  I  -T-  m-)  (e"'r  -H  g-'"?)  coso. 

<r      , 

-7-  =  (i  -+-  m^)  (e"?  -4-  e-'"r)  sm<j)  ; 

«çp 

d'où 

d.r  dy 

— -  =  coso,        ---  r=  SlllQ). 
«,v  '        ds 

Donc  ©  est  l'angle  que  fait  la  taugente  à  la  courbe  avec  l'axe 
des  X,  et,  p  désignant  le  rayon  de  courbure,  on  aura 

Pour  la  développée,  9  et  p  deviennent  o'  et  p',  et  l'on  a 

TT 

m  =z  m  -\ î        ^.v'  :=  do, 

1  ' 

d'où 

rf.v'  _  dp 


On  a  donc 


da  ^  c/o,  ,  — 


p'  "^  ;^  ^  '^  (  '  ^  "''^  ^'  *^''  "  ^~"'' ^ 


Pour  la  développée  suivante, 
d'où 


p"i=  m'  'i  H-  m*)  (e"'î  -f-  e-"-?)  =  m^ç. 
Donc,  pour  cette  nouvelle  courbe,  ou  a 

Çp  '=  ©   -î-  77,  0"=:=  W^O. 
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Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  ces  deux  courbes 
sont  donc  parallèles  et  les  rayons  de  courbure  proportion- 
nels, ce  qui  démontre  bien  que  les  deux  courbes  sont  sem- 
blables. 

On  peut,  du  reste,  chercher  directement  les  coordon- 
nées .r',  j ',  x",  j"  des  points  qui,  sur  la  première  et  la 
seconde  développée ,  correspondent  au  point  xy  de  la 
courbe  donnée.  Ainsi  la  normale  à  la  courbe  donnée  a  pour 
équation 

Y  siiiç)  -f-  Xcos(p  r-r  .r  cos<p  -1- jsinç  =  m[e"'''  —  e~"ï). 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  ç  pour  avoir  l'enveloppe 
de  la  normale,  et  nous  trouverons 

et  des  deux  équations  précédentes  on  tire,  pour  x'  et  j'. 
ces  valeurs 

^  j)  '  ==:       w^cos^i^e"?-}- e"""?) -f- msino(e"?  —  e^""'), 

(  -'■  )      \ 

(   .t'  -^  —  m-  sin  tt  (e"?  -i-  e-""^)  +  m  coso  (^"7  —  e-""?). 

En  opérant  de  même  sur  la  développée,  on  trouvera 

.7-"=  —  ni'  sin  ■5)  (e"'?  -)■-  e"'"?)  —  m'  cos(p  V'^  —  e^""- ;, 
j-"=       m-  coso(  e^T  -i-  e-^î  j  —  /w'  sin  &  ^e"'  —  e-"?) 

ou  bien 

.r"=  —  in-  .r,       y"=^  —  >n-y, 

ce  qui  montre  que  la  développée  de  la  développée  s'obtient 
en  réduisant  les  rayons  vecteurs  de  la  courbe  proposée  dans 
le  rapport  de  i  à  ///',  et  faisant  tourner  de  i8i>  degrés  la 
courbe  obtenue. 

La  courbe  définie  par  les  équations  [i)  jouit  do  la  inèine 
propriété  que  la  proposée,  c'est-à-dire  cpi'on  aura  aussi 

.T"'=  —  ,n-x\      .>■'"=—  in- y'. 
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La  courbe  (i)  est  facile  à  consUuire;  on  sait,  en  ellet, 

1  1         •  ,      d.T        dy 

iinnieaiatement  quels  sont  Jes  sii^nes  de    -—  et  -■-  :   pour 

*■  "  d'^  dtsj       ^ 

CD  =  o,  vT  =  G,  y  =  —  2,  'j  variant  de  /<;ro  a  -  •,  x  et  y  aug- 
mentent-, Cj»  variant  de  -  à  ?:,  x  diminue  et  j^  augmente^  la 
courbe  est  une  spirale. 


Problème  n»  44. 

Deux  spirales  logarillwiiques  ont  le  inéine  pôle  [Jlg.  17); 
on  considère  sur  ces  courues  deux  points  A  et  B  correspon- 

Fij.  17. 


dant  à  un  même  angle  polaire  variable.  En  ces  points, 
on  mène  les  tangentes  aux  deux  courbes;  elles  se  coupent 
en  un  point  M  5  est-il  possible  de  déterminer  les  deux 
spirales  de  manière  que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa 
développée? 

Soient  ;•  =  ae'"\  /'  =  ae"'  les  équations  des  deux  spirales 
en  coordonnées  polaires;  faisons  /n  =  cotÇ5,  «  =  cot'^5 
l'angle  kCx  sera  égal  à  0  -i-c^  et  l'angle  BDx  égal  à  0  -f-  'y*, 
donc,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'équation  de  la  tan- 
gente AM  sera 

y  —  ae"'  sin9  =:  tang(0  4-  y  !■  ;  .r  —  ae"''^  cos6  . 
T.  —  Rec.  7 
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De  même  celle  de  la  tangente  BM  sera 

j  —  ae"''  s'mO  =  tang^Q  -r-4')(' «^"'00551. 

Résolvant  les  deux  équations  précédentes,  on  a,  pour  les 
coordonnées  x  elj  du  point  M, 

-T  [e^''  cos  (9  +  -h)  sin  o  —  ^''  ces  (6  -h  o)  sin-J/  ] , 


1  siu  (  (B  —  •>! , 

(0    j  ^ 

f    Y  z=  -r—, r  e"''  sin  f  6  4-  ^!;)  sin  -j  —  e"^  sin  f  9  -f-  ?)  sin  -h  '\  : 

'    -^        sin(o  — •]/)'-  ^         ./        .  >.        T/        .  j 

telles  sont  les  équations  du  lieu  du  point  M  avec  la  variable 
auxiliaire  0.  En  diiîérentiant ,  remplaçant  dans  certains 
termes  m  par  coto,  ?i  par  cottl*  et  réduisant,  on  trouve 

^9  sm(o  — 1!;)         ^  .  ^  r  ' 

c/r  e"'  —  e"'      .  ,  , 

-—  =  a  -T— 7 r-  sm  !  9  -i-  ?  -4-  ^)  ; 

dQ  sin(ç)  — iL)         ^  '         •' 


doù 


ds  e^"  —  e"' 


rf9  sin(ç)  —  •^) 

d.t:  dy  .  . 

—  =  cos(9 -h  o -f- v),      -j- :=  sin(9 -^  o -h  41;. 

Donc,  en  appelant  a  l'angle  que  la  tangente  au  lieu  du 
point  M  fait  avec  Ox  et  p  le  rayon  de  courbure  de  ce  lieu 
au  point  M,  on  aura 

ds        ds  (f^  —  e"' 

a  =  9  -T-  o  -f-  -i,       p  =  — —  r=  — -  =  a 


djL        d9  sin(o  — -i) 

Soient  a'  et  p'  les  quanlilés  analogues  à  x  et  p  pour  la  dé- 
veloppée; on  aura 

77  ,  dû  lllC^^  —  /?P"* 

2  '        ^        f^        ^/9  sinfo  — •!/ 
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Soit  (jp  "f-  (]/  =  A^  pour  le  lieu  du  point  M,  on  a  entre  p 
et  a  l'éfjuatiou 

gm(oi— *)  gn{a—k) 

(  2  )  p  —  a ,— —  , 

et  pour  sa  développée 

nila'-k — '-')  n{a'—k—-\ 

me    V  »/  —  ne  ^  ' ' 


:3) 


sinfo  —  -A 


Posons,  dans  l'expression  (3),  a!  =^  o>.  ~, ao:  elle  de- 
viendra 


sin(q)  —  -A) 

et  cette  expression  sera  égale  à  l'expression  (2)  pour  toutes 
les  valeurs  de  a,  si  l'on  peut  déterminer  «o  de  manière  à 
vérifier  les  équations 

quel  que  soit  a\  s'il  en  est  ainsi,  le  lieu  du  point  M  sera 
égal  à  sa  développée.  Les  équations  précédentes  reviennent  à 

nie~""^«  =  I ,      ne~"'^'<  =  i . 

INous  voyons  d'abord  que  m  et  Ji  doivent  être  positifs;  on  a 
ensuite 

logw       log« 


les  paramètres  ni  et  n  sont  donc  liés  entre  eux  par  la  rela- 

tion-^  =  -^-• 
m  n 

Construisons  {Jig.  18)  la  courbe   qui  a  pour  équation 

a  tangente  est 


Y  =  !^-  ;  O  A  =  I ,  OB  ^  e,  BC  =  '-  :  en  C  1 
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parallèle  à  OX.  Menons  à  OX  une  parallèle  quelconque 
du  côté  (les  Y  positifs,  et  k  une  distance  moindre  que  -: 
elle  rencontrera  la  courbe  en  deux  points  M  et  Zs ,  dont  les 


Fig.  i8. 


ï 

c 

^^--.N 

M/-     1    - 

/(           1 

1  ~~ 

■ — 

0 

A/  P        B 

Q 

X 

abscisses  sont  OP  et  OQ;  nous  pouvons  prendre  m  =  OP, 
n  -~  OQ,  car  nous  aurons  bien 


loff/?t 


log« 
n 


Si  la  parallèle  était  menée  au-dessous  de  OX,  elle  ne  ren- 
contrerait la  courbe  qu'en  un  point.  La  conclusion  est  donc 
la  suivante  :  m  ayant  une  valeur  quelconque  supérieure 
à  I ,  il  y  a  toujours  une  valeur  correspondante  de  n  telle 
que  le  lieu  du  point  M  soit  égal  à  sa  développée. 


Problème  n°  45. 

Un  point  M  d' une  ellipse  est  drjini  par  son  anomalie 
excentrique  (f.  On  demande  : 

1°  De  trouver  l'anomalie  excentrique  du  nouveau 
point  P,  où  le  cercle  de  courbure  au  point  M  vu  rencon- 
trer l'ellipse; 
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2"  De  montrer  (ju  il  existe  deux  autres  points  M'  et  M" 
de  l  ellipse  tels,  f/ue  leurs  cercles  de  courbure  vont  aussi 
passer  par  le  point  P5 

3°  De  prouver  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
MM'M"  coïncide  avec  le  centre  de  l'ellipse  : 

4°  De  prouver  que  les  quatre  points  M,  .M',  M"  et  P 
sont  sur  un  même  cercle  ; 

5°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle 
précédent  quand  le  point  M  se  meut  sur  l'ellipse 

1°  Soient  X  etj  les  coordonnées  du  point  M;  nous  au- 
rons 

.r  =  acoso,      j-  =  bsino. 

On  trouve  facilement  que  l'équation  du  cercle  de  courbure 
au  point  ^I  est 

MX  —  a  cosu}--i-  (Y —  h  sino)- 

(0     \  ,,,       ,  ,  .  ,  ./X— acoso       Y— 6sinç)\ 

i         -T-2(/>-cos'o— <7-sin'(}')l -i ^  j  =0. 

Pour  trouver  le  point  P  où  ce  cercle  va  de  nouveau  ren- 
contrer rellipse,  nous  ferons 

X  =  <7Cos«î>,      Y=::^sin<î>, 

moyennant   quoi   l'équation   précédente,    après    quelques 
transformations,  s'écrira 

.    ,  4> — ai  /        .      «l'-i-cs        ,  4>-|-o        ,  .        \ 

sm^ a-  sin- -i-  b'  ces' '-  —  o-  ces-  o  — a-  sm^  «0  =  0. 

2      \  2  2  '  / 

Nous  avons  déjà  la  racine  double  ^  =  ç.  ;  en  la  supprimant 
et  transformant,  on  obtient 

a-  —  a-  cos(  fl)  -7-  o  )  -f-  è-  -i-  6' ces  (4»  -—  ç) 

—  b-  —  a-  —  b-  CCS  2  o  -f-  a'  cos  2  ;s  =:  o 
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OU  bien 

COs(<l>  -\-  o)  =  C0S2'J, 

ce  qui  donne 

<I>-f-ç)=:2(p       et       4>-r-çp  =  27r  —  2o, 

c'est-à-dire 

^  z=  ta      et      <]•  =  27r  —  3ç>. 

Ainsi,  comme  cela  devait  être,  nous  avons  trouvé  la  racine 
triple  $=zç>,  et  l'anomalie  excentrique  du  point  P  est 
27:  —  30- 

2°  Considérons  les  points  M'  et  M"  ayant  pour  anoma- 
lies excentriques  ©'=  '^  -i-  ^)  9"^  ?  '^  ~V''^  ^^^  points  P' 

et  P'',  correspondant  à  ces  points  M'  et  AI",  auront  pour 
anomalies  excentriques 

ou  bien 

—  3^     et     — 2  7r  —  3ç. 

Ces  points  coïncident  donc  avec  le  point  P. 

3"  Soient  x',  j\  x'\  j"  les  coordonnées  des  points  >!' 
et  ]M"j  on  aura 

X  =rtcoscp,  y  =6sin(p, 

.r'  =  a  cos  (  «p  +  -^  )  '     y'  =  f}  sin  io- — —U 

x"=.  fl  ces  (  9  -I-  ^  I  ?     y"-~  b  sin  (  ?  "i"  "v"  )  * 

On  conclut  de  là,  quel  que  soit  (p, 

.r-^  jT'-h  .»."=o,    J-hJ'-^J"=o, 
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ce  qui  tiéinontre  bien  que  le  cciilre  de  gravité  du  triangle 
MJVl'M"  coïncide  avec  le  centre  de  rdlipsc. 
11  convient  de  remarquer  les  relations 

.r2+.r"-i-.r"'=: ,       j' -f- j'2  + j"==  -    -, 

d'où  l'on  déduit  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
points  M,  M',  M"  au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  la  con- 

stante  v5 • 

2 

4**  On  trouve,  par  un  calcul  direct  et  facile,  que  l'équa- 
tion du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  M',  M"  est 

a^—b-  ^  a-'-b'       .    _  a^--i-b' 

.r'  -i-  r  2 .r  COS  oe>  —  ■ ; —  Y  sm  O  »  = ■  5 

■^  2a  ^  2è  2 

et  l'on  vérifie  que  cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y 
remplace  x  par  rtcos3ç>  et  j'^  par  — Z»sin3o^  elle  devient, 
en  effet, 

a-—h'\  .     „     {,         a-—b'\         a' -^  b^- 

cos- 3 (p    «^ 1  -f-  sm' ôo  [  o^- 


1         j  '    \  2         /  2 

ou 

(  ces'  3  (p  -i-  sm-  o  <p  )  = —  • 

2  ^'2 

5*^  Soient  a  et  j3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  pré- 
cédent; on  a 

a^  —  b'        „ 
ces  ou, 


4- 


4^ 


sin  3o. 


On  en  déduit 


ia'—b-y 

«=a'-i-è"B'=  ^^ -y, — '- 

'  lO 


équation  d'une  ellipse  ayant  même  centre  et  mêmes  direc- 
tions pour  ses  axes  que  l'ellipse  proposée. 
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Comme  enveloppe  du  môme  cercle,  on  trouve  la  courbe 
(lu  quatrième  degré,  dont  l'équation  est 


Problème  n»  46. 

On  demande  {fg.  19;  : 

1°  De  trouvej-  le  lieu  du  milieu  de  la  corde  commune  à 


une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur ,  et  de  calculer  l'aire 
de  la  courbe; 

2°  De  trouver  V enveloppe  de  cette  corde  et  l'aire  de 
la  nouvelle  courbe. 

i^  Les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde  sont 

.r,  =  a  CCS  y,        j)',  =       b  sin«p, 
.r,  :_:  a  cosSo*,     yi^= — èsinS»; 

les  coordonnées  du  milieu  seront  donc 


.r  =  -  (cos»  ■+-  cos3cs\ 
2  ' 

r  =  -  (  sin  9  —  sin  3  4. 1 
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OU  bien 

X  =^        rt  COS2<p  COSœ, 
^  =  —  h  cos  2  a  sin  ç-. 


(0 

et  l'on  en  tire 


(2) 


à   -—  =  «  sm  »  (  I  —  o  cos^  '^  ) , 
I    —  :rr  Z»  cos (9 ( 6  sin^ o  —  l). 


A  l'aide  des  équalions  (i)  et  (a),  il  est  facile  de  construire 

d.r 
la  courbe  :  pour  c^  =  o,  x  =  rt,  r  =  o;  o  augmentant,  — 

dr 
et  3-  sont  négatifs;  x  décroît,  r  est  négatif  et  décroissant; 

«cp 

le  minimum  de  r  a  lieu  pour  0  =  ^1,  cpi  étant  défini  par 
l'équation  sinOi  =-— ,  après  quoi  .r  décroît  toujours  til  y 

croit  -,  pour  o  =  y ,  a:  =  o,  ^  =  o  et  -7-  ■= :    en  U  la 

courbe  est  donc  tangente  à  la  diagonale  DG  du  rectangle 
construit  sur  les  axes;  ç  augmentant  toujours,  x  décroit 

jusqu  a  ce  qu  on  ait  o  = 0,  :  ennn,  pour  9  =  -5  x  ^=^  o 

et  j  =^h\   nous  obtenons  ainsi  la  partie  AMONB  de  la 
courbe.    Cette   courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux 
axes  de  l'ellipse,  on  aclièvera  aisément  de  la  tracer. 
Cherchons  l'aire  de  la  courbe;  on  trouve 

yd-TT  —  xdr  z=  ah  cos-zodo. 
Soit  Ui  l'aire  de  la  partie  OMAM'O;  nous  aurons 


■4 

ib   I        cos- 2  o  dis. 
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De  même,  si  u^  désigne  l'aire  de  la  partie  OjNBjN'O,  on 
aura 

Ui^^ab  I       cos-2oc?'j, 
4 

ou  bien,  en  posant  o=  y  -h'^  et  mettant  ensuite  la  lettre  o 
au  lieu  de  ]/, 


u-,z=  ah  I        sin-2a)f/'j, 

J  o 


Les  deux  intégrales  qui  figurent  dans  les  expressions  de  ?/, 
et  u^  sont  égales  entre  elles,  comme  on  le  voit  en  les  dé- 
composant en  éléments  infiniment  petits-,  ou  a  donc 

I  \      r^  I     77 

M,  r=  «2=  -  f«,  +  M2)  =  -«/^    I         (cOS-2cp  4-  Sin-2c-)  Jo  1=  -rt/>-7) 
2'  '  1        J^       '  ^'24 

-rab 

4 

et  l'aire  de  la  courbe  entière  est  —  7  ou  la  moitié  de  celle 

2 

de  l'ellipse. 

2°  Cherchons  l'enveloppe  de  la  corde  commune  à  1  el- 
lipse et  à  son  cercle  osculateurj  cette  corde  passe  par  les 
points  Xi,j)'^i,  jc,,  /ai  elle  a  donc  pour  équation,  en  mettant 
pour  X],  }',,  Xo.  y-i  leurs  valeurs, 

b   sintp  -f-  sinSo 

y  —  b  sino  = ' ;:  -  [x  —  a  coso) 

'        a  ces  (p  —  cos  3  y 


ou  encore 


.    .  b   COS7  , 

r  —  U  sm©  =r  —  -.  —  yx  —  a  coso  ', 
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ce  qui  peut  s'écrire 

(3)  ay  siaçp  —  hx  cos'f  =^  —  fih  CDsay. 

Je  prends  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  :jp,  afin 
d'avoir  l'enveloppe  demandée;  j'obtiens  ainsi 

(4)  fiy  cosç  H-  h.r  sincp  =  lah  sin?.*. 

L'élimination  de  cf  entre  les  équations  (3)  et  (4)  donnerait 
l'enveloppe,  mais  je  préfère  garder  la  variable  auxiliaire  cp; 
je  résous  les  équations  précédentes  par  rapport  à  x  et  y^  ce 
qui  me  donne 

y  ^^h{r>.  sin2a)  cosy  —  cosay  sin  ©), 
.xz=a\i  sin 2 ç  sin  (j)  -4-  ces 2 (p  cos 9 ) 


ou  bien 

(5) 


X  =^  a  coS(^  14-2  sin-  y), 
j  z=  h  sin  <j3(i  -(-  2  cos^»). 


En  diflerentiant  et  réduisant,  j'obtiens 

\    — -   =:  0(7  sin  û)  COS2ç,     j 

J    ^/)-  i  «.r        «  sin  0) 

f     -j-  z=.Zh  COS  (f  cos  If       1 

On  peut  remarquer  que  le  coefficient  angulaire  -7-  est 

égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  tangente  à  l'ellipse; 
la  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  son  cercle  osculateur  et 
la  tangente  à  l'ellipse  sont  donc  symétriques  par  rapport  h 
l'ordonnée  du  point  JM. 

Il  est  facile  de  discuter  la  courbe  avec  les  équations  (5) 

^  / c\  dy 

et  (oj  :  pour  o  m^  o,  x  =  o,  ^=  o,  — -  =  00  -,  c^  augmen- 
tant, X  et  y  augmentent  jusqu'à  ce  qu'on  ait  cp  =  y  ;  alors 
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-  =  '—'=  v'2,    —  =  -:  nous  obtenons  ainsi  l'arc  AH  tan- 
a         b  *  dx        a 

gent  en  H  à  la  diagonale  OH 5  çp  augmentant,  x  et  y  dimi- 

.    T  PC   .  ,    .       dj        b  cot  o 

nuent;  mais  le  coemcient  angulaire  -7-  = va  touiours 

^  d.r  a  •• 

en  diminuant,  ce  qui  exige  que  la  courbe  passe  de  l'autre 

côté  de  sa  tangente  HO;  le  point  H  est  un  point  de  rebrous- 

sement  de  première  espèce.  On  achève  la  discussion  sans 

difficulté,  et  l'on  trouve  que  la  courbe  a  la  figure  dessinée 

plus  liant. 

Cherchons  l'aire  de  cette  courbe;  on  a 

(7)  xdy — j>-t/.r  =  3 «6  ces' 2^ ^ip; 

l'aire  entière  U  sera  donc 

r 

Sîraô 


=  6ab  1 

Jo 


IJ^^bab   I        C()<,-2.a>da> 

'      '  2 


la  partie  de  cette  aire  comprise  entre  l'ellipse  et  la  courbe 
est  donc  la  moitié  de  l'aire  de  l'ellipse. 

Il  est  à  remarquer  que  l'expression  (7)  est  égale  à  trois 
fois  l'expression  correspondante  dans  le  problème  précé- 
dent ;  donc  l'aire  d'un  secteur  de  la  seconde  courbe  est  égale 
à  trois  fois  celle  du  secteur  correspondant  dans  la  première 
courbe . 

Problème  n''  47. 

Démontrer  que  la  surface 

(1)  j)-'3' -f- Z-.r--|- jrV^ —  2J"^Z  =  0 

est  coupée  par  la  splière 

(2)  .r'-»-j'  +  z'=I 

suivant  quatre  cercles. 
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En  tenant  compte  de  l'équation    2),  l'équation  (i)  peut 
s'écrire 

x-y"^ —  rf.xyz  -i-  z' —  z'i^  o. 

Cette  équation,  qui  est  celle  d'une  surface  passant  par  les 
points  communs  aux  deux  proposées,  donne 


a:j  =  c=t 


On  a,  du  reste, 
et  l'on  en  déduit 


(.r±j)-^(l±:;)^ 


ou  bien 

(.r-|-j4-z  +  l)(-»"-f-r  —  ^  —  i;(.r — J-;-2  —  l)  '■^- — J  —  -^  +  1;  =<>• 

Donc  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (2;  se  compose 
des  quatre  circonférences  suivant  lesquelles  la  sphère 
X'  -h  )^  "  4-3^  =  1  est  coupée  par  les  quatre  plans 

■T^y  -i-  2  =  _  I , 
x--y~z=  I, 
X  —  y  -;-  s  z=:  I , 
X  —y  —  -  —  —  I. 

Problème  n°  48. 

Par  les  dwers  points  d'une  hélice,  on  mène  des  paral- 
lèles à  la  tangente  en  un  point  de  l'hélice;  on  demande 
de  trouver  le  lieu  de  la  trace  de  chacune  de  ces  droites 
sur  la  base. 

Soient  les  équations  de  l'hélice 

.rr=<7Cosç,      j"  =  rtsin(j),      z  =  m<7o; 

nous  pouvons  toujours  supposer  que  le  point  qui  figure 
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dans  l'énoncé  soit  celui  qui  répond  à  0  =  0;  la  tangente 
en  ce  point  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  à  o,  1  et  m  5  les  équations  de  la  paral- 
lèle à  cette  tangente,  menées  par  un  point  (juclconque  x. 
Y^  z  de  l'hélice,  seront  donc 

Z  —  z 
m 

Faisons  dans  ces  équations  Z  =  o,  et  remplaçons  x,  j',  z 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ç)-,  nous  trouverons  i  pour 
les  coordonnées  de  la  trace  sur  la  place  de  base 

X  =  acos!B,      Y  =  asiiîo  —  «o. 

Faisons  le  changement  d'axes  défini  par  les  formules 

X  =  a— Y.      Y  =  — X', 

et  nous  obtiendrons 

X'=a(ç)  —  sinç),      Y'  =  fl(i  —  coso^  ; 

ce  sont  les  équations  d'une  cycloïde  engendiée  par  un  point 
d'un  cercle  de  rayon  a  roulant  sur  l'axe  des  X'. 

Examinons  ce  que  de\ient  le  lieu  quand,  par  les  divers 
points  de  l'hélice,  on  mène  des  parallèles  à  une  droite  quel- 
conque, et  demandons-nous  quel  sera,  dans  ce  cas,  le  lieu 
des  traces  de  ces  droites  sur  la  base. 

Nous  pouvons  supposer  le  plan  des  7':;  parallèle  à  la  di- 
rection donnée  -,  cette  direction  fera  avec  les  axes  des  angles 
dont  les  cosinus  seront  o,  siny,  cosy,  et  nous  aurons,  pour 
les  équations  de  la  parallèle  menée  par  le  point  o",  ^  ,  ::, 

X  =  .r,      Y  — .)  --  tangv  'Z  —  z\ 

Faisons  dans  ces  équations  Z  ^=  o;  remplaeons  .r,  i  .  z  par 
leurs  valeurs,  et,  au  lieu  de  //?,  introduisons  1  angle  i  que 
font  avec  l'axe  du  cylindre  toutes  les  tangentes  de  l'hélice; 
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nous  aurons,  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  lieu, 

tang7 
X  =  acosG/,      Y    -  «sm»  —  ao       °'  . 
^  ^  '  tang/ 

Faisons  le  changement  d'axes  défini  par  les  l'ormules  sui- 

tan£r7        ,.,   ,,  ,^,  ta'iSV        i 

vantes:  X  =  a — ^  —1',  î  =  — X',  et  posons  a — -— =  è; 
tang/  ^  tangf 

il  \  iendra 

"X.'  =  bo  —  a  sin  ç, 

Y'  =  ^    —  a  coso. 

Xous  trouvons  une  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  sui- 
vant que  tangy  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  tangi  : 
pour  tangy  =  tangi,  on  a  la  cycloïde  ordinaire.  Telle  est 
la  nature  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  de  la  base  du  cy- 
lindre par  une  hélice  éclairée  par  des  rayons  parallèles. 

Problème  n°  49. 

T'rouwer  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées d'iui  point  de  l'axe  d'un  cylindre  circulaire  droit 
sur  les  tangentes  à  toutes  les  hélices  de  même  pas  que 
l'on  peut  tracer  sur  ce  cj  lindre. 

Prenons  le  point  considéré  pour  origine  5  les  équations 
d'une  des  hélices  seront 

jc  =  rt  cos(cp  H- a),      j"  =  a  sin('!/ -+- a),       2=^00  cet?'. 

On  obtiendra  tous  les  points  de  cette  hélice  en  faisant  va- 
rier 03  de  —  QO  à  -f-  00  5  on  obtiendra  toutes  les  hélices  de 
même  pas  en  laissant  i  constant  et  donnant  à  y.  toutes  les 
valeurs  possibles.  On  trouve,  pour  les  coordonnées  du  pied 
de  la  perpendiculaire. abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente 
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au  point  x,  /,  2, 

'X.=^  a  cos(<p  -1-  a)  -1-  rta)sin  («p  -f-  a)  cos-i, 
Y  =  a  sin  ((p  -t-  a  1  —  ao  cos'o  -f-  a)  cos'/, 
Z  :=:  fly  sin;  cos/. 

Entre  ces  trois  équations,  il  faut  éliminer  cj)  et  a  ^  on  obtient 

ainsi 

X'-^Y^—  Z'-coVi  =  a-, 

équation  d'une  hyperboloide  de  révolution  autour  de  l'axe 
du  cylindre. 

Problème  n°  50. 

Trouve/'  toutes  les  hélices  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  "varie  proportionnellement  à  l  arc,  compté  à 
partir  d'un  point  Jixe . 

Avant  de  traiter  cette  question,  nous  allons  réunir  \\\v 
certain  nombre  de  formules  qui  sont  très-utiles  dans  les 
problèmes  relatifs  aux  hélices.  Soit  yo  l'angle  constant  formé 
par  les  tangentes  de  l'hélice  avec  l'axe  des  Z-,  la  foi-niule 

cos' a  —  cos- j3  -i-  cos'70  =  I 

donne 

cos^a  -f-  cos'jî  =  sin- 70. 

On  peut  donc  poser,  en   introduisant  une  variable  auxi- 
liaire o, 

/    cosa  =  sillyoCOSy, 

(i)  (   cosp  =  siny^  sin  çp, 

[  cos 7  r^  cos 7,. 

cos":'  étant  nul,  en  vertu  de  la  relation  </cos7  =  cos^ — ; 

p 

nous  avons 

COS'i  -i-  COS'o  =  I. 


EXEnCrCES    sur    le    calcul    niFFÉBENTIEL.  Il3 

Introduisant  uu  nouvel  angle  cj/j,  nous  ferons 

COSÇ  ::=  COS^i,        COSrj  :r=  sill  (p,  ; 

mais  nous  devons  avoir 

cosa  cosç  -I-  cosp  COS>)  -h  cosy  cosÇ  n=  o. 

Cette  équation  va  devenir 

sinYu  (cosçp  cos^i  H-  sincp  sin«p,  )  =  o, 
cos(ij>,  —  y  =  o,      a  ou      çp,  =  çp  H — ; 

nous  avons  donc 

cosÇ  =  —  sin  'P, , 

(2)  l    COSJJ  := -f-  COSçp,  , 

COSÇ  =:  o. 

La  relation  c?cosv' =  cosi^^  =  o  nous  montre  que  v  est 
constant  5  nous  ferons 

et,  à  cause  de  la  relation, 

cos'  X  H-  CCS-  p.  +  ces-  Vu  =  I , 
COS'X  +  COS^tJt.  =  siii'v,; 

nous  poserons 

cosX  z=  sinv,,  cos^j, 
ces  ot  =  sin  Vu  sin  (^^  • 

Les  formules 

COSX  COSa  M-  COSpCOSp  -h  COSV  COS7  =:  O, 

COSX  COS|  H-  COS^i.  COS/3    i-  COSV  COSÇ  :=  O 
T.  -  Rec.  8 
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vont  nous  donner 

sinvu  sin7oCOs(ç/2  —  ?)  +  cosvi,  cosy»  =  o, 
sinvosin(9î  —  <p)  =  o, 

d'où 

<f-2  =  o     et     cos(vo  —  7o)  =  o. 


Nous  prendrons  Vo=  70  -r  -'  et  nous  aurons  ainsi 

/    COSX   =COS7oCOSç, 

(3)  '  cosfA  =  cosYosin  ç>, 

(  cosv  = —  sin^/o. 

Enfin  les  formules  d  cos  a  :^  cos  t  —  >  d  cos  1=  cosl  —  nous 
donneront 

l   —  =  sin  7o  df, 

(4)  !  I. 

—  =  COS'/jC?©. 


Voilà  donc  nos  neuf  cosinus  exprimés,  à  l'aide  d'une  seule 
variable  c|),  par  les  formules  (i),  (2),  (3),  et  |0  et  r  exprimés, 

au  moyen  de  —  ?  par  les  formules  (  4  )  •  Remarquons  en  pas- 
sant la  relation  -  =  cotyn  =^  const.,  qui  a  lieu  pour  toutes 

les  hélices.  (Les  notations  précédentes  sont  celles  dont  s'est 
servi  M.  J.-A.  Serret  dans  son  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel.) 

Revenons  au  problème  proposé  :  Trou\>er  toutes  les  hé- 
lices dans  lesquelles  on  a 

A'  étant  différent  de  zéro. 
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En  combinant  celle  écjualion  avec  la  première  des  équa- 
tions (4),  savoir  : 

(5)  —  =  sin7o<'^<i>, 
P 

nous  aurons 

dp  . 

P 

intégrant  et  désignant  par  a  la  constante  arbitraire,  nous 
avons 

et  l'équation  (5)  donne 

(6)  ds  =  asin-/as'"f^^"''od(f. 
Nous  avons  ensuite 

dx  =  ds  cosa,      dj  --m  ds  COS  p,      dz  =.  ds  COSyo, 

et,  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur  (6),  cosa  et  cosj3  par 
leurs  valeurs  (i),  nous  aurons 

d.T,  :=  a  sin'7„£'*?''°foCOS(j)c?a), 
dy  -:=■  a  sin^yo^*'^^'"'^»  sin  ç^/y, 
dz  =11  «  sin7iiCOS7o^**'"ïof/o. 

Intégrant,  sans  ajouter  de  constante,  ce  qui  ne  cliangera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe,  nous  avons 


a  sin-70        ,  ,    .  •       \    i     ■ 

X  = ; — T l' k  sui 7o  ces q)  -f-  sm  (p  e*  ?  *'°  ïo, 

1  +  A-^  sm'''7o  ^ 

a  sin*  7o       ,  ,    •  .  \    i     ■ 

y  r:=  _ 1. (X-  sin7o  sm  9  —  cosa))e''î*'°ïo, 

I  -r  A-sm-7g 

a  . 

z  =  -  coS7oe*?*"'ïo. 

A* 

Soit  posé  A  sinyo  =  coti,  et  les  formules  précédentes  de- 

8. 
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viendront 

i  jf:  =  asin'yo  sin/cos(îp  —  i)er''°^', 
( ij  )  \  j  =  a  sin-'/o  sin /  sin  ( o  —  /; e'f'°^ ', 

\  z  =  a  sin'/u  cos'/o  tang/e''^°*'. 

Voilà  donc  les  équations  de  l'hélice  cherchée,  exprimées 
avec  la  variable  auxiliaire  ç  ^  la  projection  de  celte  courbe 
sur  le  plan  des  xj'  est  une  spirale  logarithmique^  car,  si, 
dans  ce  plan,  on  prend  les  coordonnées  polaires  R  et  w,  on 
aura 

Y 

tangw  =  —  =  tang'y  —  /),      d'où      o  =  a  -~  i, 


(8) 


R  :=  <2sin'7(,sin/e?<-o«'. 
R  =:  <2  sin^7o  sin  i  e'""*^  '  e'^ 


Des  équations  (7)  on  tire 

s/x'--i-j'-  =  z  tang7ocos/; 

la  courbe  est  donc  tout  entière  sur  un  cône  de  révolution 

autour  de  l'axe  des  z.  Enfin,  si,  tirant  cosa,  cosjS,  cosy 

des  équations  (i),  x^  y^  z  des  formules  (7),  on  forme  l'ex- 

.rcosa  H- r  cosS  +  ZCOS7  ,  -      1     . 

pression j  on  la  trouvera  égale  a 


V^i  —  sin=7o  sin'/. 

Ainsi  cette  courbe  coupe  toutes  les  génératrices  du  cône  de 
révolution  sous  un  angle  constant;  aussi  lui  a-t-on  donné 
le  nom  iïlwlice  o  lindro-coTiit/uc.  Si  l'on  avait  A  =  o  ou 

— ^  =  o,  c'est-à-dire  p  z=  const.,  la  courbe  serait  une  hélice 

étS 

tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n»  51. 

Si  une  courbe  à  double  courbure  et  la  ligne  des  centres 
de  courbure  sont  deux  hélices  tracées  sur  des  cylindres 
dont  les  génératrices  sont  parallèles,  la  courbe  proposée 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  résolution,  ou  une 
hélice  cjlindro-coniffue . 

Donnons  d'abord  les  formujes  qui,  pour  une  hélice  quel- 
conque, font  connaître  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure. Soient  x,^'',  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  l'hélice,  x\j\  z'  celles  du  centre  de  courbure  corres- 
pondant; on  a 

;r'  =  ar -I- p  COS^,       r':=  J  -i-  pCOSyj,       s'=:  z  4- p  cosÇ, 

et,  en  remplaçant  cos?,  cos>3,  cos'(  par  leurs  valeurs  (2), 
p  par  sa  valeur  (4),  on  a 


I       ds 


—  sm  y. 


(9)  {     /  ï      ^■'' 

sinyo  f/(? 

\  z'  =  z. 


DilTérentions  ces  formides  et  remplaçons  dx^  dy-,  dz  res- 

ds  ,       ds  -    1       ds  . 

pectivement  par  —  cosafl-^,  — -cospaç,  —cosydo  ou  par 

--  sin'/o  cosc3(fc2,  — -  sinvo  sincf  r/ç,  -—  cosvof/o,  dx\  d)'.  dz' 
do  '      '  '  do  '     '     fl!j)         '        '  '    ^ 

par  ds'  cosx'^  ds'cos^'^  ds'  cos-/'^^  où  -/[  est  une  constante, 

puisque  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  aussi  une  hélice 

tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
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à  Oz^  et  nous  aurons 

c/.v'  ,  cos'vo  ds  I       .       d'^s 

COSa   ::= : — -  COSï-  — : Sm  o  -—  i 

rtçp  sin7„  '  d^        sin'/i,  do' 

,      ,         .    ds         ,,  cos*7n    .       ds  I  d'^s 

(lo)        '    -— cosS'  = : — ^sinç-— H ; COSç-p-'» 

^      '        1   rfçp         '  sm7„  do        sinyu  ««■ 

f  ds'  ,  ds 

\    ^-^-cosv„=cosv„-- 

Faisant  la  somme  des  carrés  et  extrayant  la  racine  carrée, 
on  a 


ds'  /d--s\'  ds' 


is' __     /fd's^ 


et,  en  tenant  compte  de  cette  relation,  la  dernière  des  for- 
mules (lo)  donne 


ds  ,      /  (d'sX''  ds^ 

sin7oCOS7o 

d'où 


siny,  COS70  —  =  C0S7„  y   K^  )  +  cos-70 


d^s 

dm-  COS70     /   ■  ;— , 

ds         cos7o 
d(f 

Le  premier  membre  de   cette  équation,   d'après   la  for- 
mule (4)î  n'est  autre  chose  que  siny^, -^i  on  a  donc 

dp  cos7o        /— — , 

±  =  -. ^  v^sm'70  -  cos'7,  =  /■. 

ds       sin7o  cos7„  * 

On  est  ramené  au  problème  précédent.  Si  A  est  dillérent 
de  zéro,  l'hélice  proposée  est  une  hélice  cylindro-conique; 

siA"  =  o,   c  est-a-dn'c   si  sm  70  =  cos-}'^  ou  7»  = 7.^ 

l'hélice  proposée  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 
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Problème  n°  52. 

Montrer  que,  si  R'  et  R"  désignent  les  rajons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  quelconcpie  de  l' intersection 
d'un  ellipsoïde  auec  une  sphère  ajant  le  même  centre, 
on  a 

^, :^rr,  =^  const. 

R'  H-  R" 

Soit  Ax-  -\-  Bj~  -f-  Cs-  =:  I  l'ëquation  de  l'ellipsoïde  5  le 
calcul  donne  aisément 

R  +  R  = ÂBG 

RR    _  __ , 

d'où  l'on  déduit 

^R^R^   _  (ABC)^ , 

R'-4-B/'~  A'(B-J-C).r'+B'(C-hA)j-'  +  C^(A  +  B)z=' 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

'l^K  — (ABC)^ 

R'TR''  ~  {Acc'-h Bj'-f- Cz') (BC -h CA+AB)  —  ABC(.r--'+.j2+z'^) 

(ABC)^ 

~"BC  +  CA-f-AB  — ABC(j;^-f-j^-^z^}' 

Soit  la  sphère  x--f-j~H-  z^  =  R-^  le  long  de  l'intersec- 
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tion  de  cette  sphère  avec  l'ellipsoïde,  on  aura 
^R^"   _  (ABC)^ 


R'  -t-  R"        BC  -h  CA  -h  AB  —  ABCR^  ' 
ce  qui  est  bien  une  constante. 

Problème  n»  53. 

Exprimer  les  rayons  de  courbure  principaux,  en  un 
point  quelconque  d' un  ellipsoïde,  à  V aide  des  coordon- 
nées ellipticjues  ^  et  v  de  ce  point. 

Soit  l'ellipsoïde  —  -f-  '---}-  —  =  i ,   où  A  ^  B  ^  C  ^   le 

calcul  direct  donne,  en  appelant  R'  et  R"  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  au  point  x^j^  z, 


/  R'-  R''=  [(B=4-  C=)  %  +  {0-.  A^)  Ç  +  (A^ 4-  B^    |^  J 

f       R'R'=iA'B'^C=f— H-^  + -V. 
\  \A*        B<        C'/ 

Remarquons  en  passant  que,  P  désignant  la  distance  du 
centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  tangent  au  point  x^  j-,  r,  on  a 


et  par  suite 


1     .T-  J-2  3' 

F  ~~  A»  ^  B*  "^  C*  ' 


R'R"=  ^^, 


relation  très-simple  entre  R',  R"  et  P. 
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Faisons  mainteaant 

A'^p',     B'=p-—h\     Oz=f—c\     d'où     b'<ic', 

ot  considérons  les  trois  équations 


pï  p2_    b'  p-    — 


=     I, 


p.-        pi'  —  è'        c-  —  pi' 

X'  j''  z^ 

^  ""  b'  —  v'  ~~  c'  — "V'  ~    ' 

et  supposons  h"^  <^  p.^  <^  c'-,  v-  <^l>-\  nous  avons  déjà 

p-  >  c'  >  *'. 

Ces  trois  équations  représentent  :  la  première,  l'ellipsoïde 
proposé 5  la  deuxième,  une  série  d'hyperboloïdcs  à  une 
nappe,  et  la  troisième,  une  série  d'hyperboloïdes  à  deux 
nappes,  quand  on  fait  varier  les  paramètres  ^  et  v  entre  les 
limites  fixées  plus  haut.  On  tire  de  ces  équations  [voir  le 
Calcul  différentiel  de  M.  Serret,  p.  5o5) 


X  — 

pfZV 

"  bc" 

-  b'  v^a^  - 

-b's/b-- 

-  'J' 

V 

.v^p'- 

b  \^^- 

~b' 

-  c'^c^- 

-  pi'  \/c^  - 

-  v' 

\ 

c\lc^- 

-  è' 

Sur  l'ellipsoïde,  p  est  constant^  ^  et  v  sont  les  coordonnées 
elliptiques  qui  permettent  de  fixer  la  position  d'un  point 
sur  la  surface. 

En  portant  les  valeurs  précédentes  (2)  de  x^  y,  z  dans 
les  expressions  (i)  de  R'+R"  et  R'R",  on  obtient,  après 
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quelques  réductions, 

R'R"_  rp'-p-')Mp'-v')^ 

et  de  ces  deux  équations  on  tire 

„_  ( u-  —  V- )  v/p'— ft'  v^p'  —  ^* 


R'— R 


p\/p'—b'^p'—c' 


R/_  (p'-  f^V  v/p'r^  _  (A'-  f^')^  v^A^-v^ 


p  ^p'  —  b^  y/p*  —  c= 


ABC 


p^f-^b^^f'  —  c"  ABC 

On  peut  déduire  de  là  une  conséquence  intéressante  j  on  a 
R--R-3    A'B^C'  Tî"-R'3    ^'^'^' 

Le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

p  r=  const. ,     R"  est  proportionnel  à  R'^  : 

le  long  de  la  ligne  de  courbure, 

V  =^  const.,     R'  est  proportionnel  à  R"'. 

Problème  n®  54. 

Démontrer  que  toute  surface  développahle  qui  admet 
une  seule  ligne  de  courbure  plane  est  un  hélicoïde  dêve- 
loppable. 

Je  prends  (fig.  20)  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  pour 
plan  des  xy.  Soient  A  l'arête  de  rebrousscment  de  la  sur- 
face développable  ;  C  la  ligne  de  courbure  considérée,  qu'on 
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sait  être  mie  trajectoire  orthogonale  des  tangentes  à  l'arête 
de  rebroussenient;  M  et  M'  les  points  correspondants  sur 
les  deux  courbes;  x,j^  z\  x'^y'.  z'  les  coordonnées  de  ces 
deux  points;  u  la  longueur  variable  MM';  a,  |S,y;  H,  >7,  '( 


les  angles  que  font  avec  les  axes  la  tangente  et  la  normale 
principale  au  point  M  de  l'arête  de  rebroussement.  Nous 
aurons 

a:'^  X  H- «  cosa,     jK'=J  +  «cosp,      z'=3  4-«coS7, 

et,  en  dilférentiant  et  remplaçant  dx  par  ds cosx,  rfcosa 
par  cps  ^  —  »  p  étant  le  rayon  de  la  première  courbure,  nous 


/  ,  ds 

i    dx'  ^=z  [ds  -h  du)  ces  a  H-  «  cos  ï  —  . 


(l)  -,    dy' z=z  [ds  -r-  du)  cosp  +  «  cos/;  —  •> 

J  P 

1  ds 

I    az   =  \ds  -i-  du)  COS7  -t-  u  cosÇ  —  • 

Or,  la  tangente  en  M  à  la  ligne  de  courbui'e  étant  perpen- 
diculaire sur  MM',  on  doit  avoir 

djc'  cos  (x-^  dy'  cos  p  -f-  dz'  cos  y  =  o  ; 

mais,  si  l'on  multiplie  les  équations  (i)  respectivement  par 
cos  a,   cosjS,  cos  y  et  qu'on  tienne  compte  de  la  relation 
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cos«  cos^  -h  cos,6  cosr>  -i-  cosy  cos'(  =  o,  on  trouvera 

dr'  ces  a  -T-  flj'  cosS  -4-  ch'  ces  7  =z  ds  -h  du  =^  O, 
et  les  équations  (i)  deviendront 

dx  =z  u  ces  c  —  •> 

'  p 

dj    =  u  COSr)  —  » 
P 

a2    ir:  u  CCS  s 

P 

Considérons  la  dernière  de  ces  formules  :  tout  le  long  de 

la  ligne  de  courbure,  ^'=0;  donc  cosi^=  o,  et,  à  cause 

ds 
de  la  relation  dcosy  z=z  cosî[[  — 5  il  vient 

■  P 

c^cosy  =  0     ou     7  =:  const. 

Donc  les  tangentes  à  l'arête  de  rebroussement  font  toutes  le 
même  angle  avec  l'axe  des  z  ;  donc  l'arête  de  rebroussement 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  ligne  de  courbure-,  la 
surface  est  donc  un  liélicoïde  développable. 

Réciproquement  les  lignes  de  courbure  d'un  liélicoïde 
développable  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des  plans 
parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  aux  génératrices 
du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  arête  de  rebrous- 
sement de  la  surface.  En  eÛet,  si  l'axe  des  :;  est  parallèle 
aux  génératrices  de  ce  cylindre,  on  a  cosy:^ const.,  par 

ds 
suite  cos^  =  o,  et  la  formule  dz'z=  u  cos j|^  —  donne 

■  P 

dz'  =  o     ou     z'  =  const. 
pour  chaque  ligne  de  courbure. 
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Problème  n°  55. 

Démontrer  que  les  trajectoires  des  ^génératrices  recti- 
lignes  d'un  Jiélicoïde  développahle  sont  des  hélices. 

Prenons  {/ig-  21)  pour  axe  des  z  une  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  arête 
de  rebroussement  de  la  surface;  soit  i  l'angle  constant  de 

Fig.  2J. 


la  trajectoire  avec  les  génératrices  rectilignes;  conservant 
les  notations  employées  dans  l'exercice  précédent,  nous 
aurons,  en  remarquant  que,  y  étant  constant,  cos^  est  nul, 

ds- 

ds'  cosa':=  ids  H-  du]  cosa  -\-  u  —  cost, 

P 

■   '  '    ds'  COSJB'  =  [ds  -t-  du)  cosp  -\-  u  —  cosr,. 


ds'  ces 7'  =  [ds  -4-  du)  C0S7, 
cosi  =  cosa  cosa'  -r-  cosp  cosp'-4-  C0S7  ces 7', 

et,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes, 

{2)  ds'  cosi  z=  ds  -\-  du. 

On  tire  du  reste  des  équations  (i) 


(3)  ds' =  i/ [ds -^  du  )' -h  u^  — 
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l'équation  (2)  donnera  donc 


cos^ i(ds  -h  duV-i-  u-  —  ces'/  =  (ds  -:-  duV, 


d'où 


ds  -{-  du=. 

:  U 

ds 

—  cet/, 

p 

L'é 

quation 

(3) 

donne  ensuite 

On 

a  donc 

ds'=.u 

ds 

P 

coséc/. 

ds  -f-  du 

-_^ 

ces?, 

et  la  troisième  des  formules  (1)  deviendra 

0057'=  C0S7  cos/  =  const., 

ce  qui  montre  que  les  trajectoires  sont  des  liélices  tracées 
sur  des  cylindres  parallèles  à  celui  qui  contient  1  arête  de 
rebrous  sèment. 
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EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL. 


Problème  n»  1. 

■  _z 

^-^  ^  ^.T[x  +  a){.T.-^c) 
peut  s' exprimer  sans  intégrale  ellipticjue  lorsque  Z»"  ^^  ac. 

Je  fais  un  cliaiigement  de  variable;  je  pose  y  =:  —— — » 

et  en  outre  a  =  bk^  et  j'en  déduis,  à  cause  de  la  relation 
b'=  ac^ 

h 


/• 


j'ai  du  reste 


I  —  j                            ihdy 
X  =^  o 5       dx  Z=L  — 

I4-J  (1-+  J)' 


,  I +  /■  +  (/-  — Or  ,  h\-^k—[k  —  \)y 

IH-  J  k  I  -f-  j 


(x-Jr-a){x-f-c]  =   ~ ;^-— 


et  par  sxute 


y___^  r  "^y^y 


J  y/ii- 


sjb  J  sl{i-y^][[k  +  ir-{k-xYy^] 
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En  faisant  y^  ■^-  u,  il  viendra 

du 


[(X-  +  i)^-(^-,)'«J 


Sous  cette  forme,  on  voit  que  l'intégration  peut  s'effectuer  ; 
elle  s'exprimera  par  un  logarithme  si  c  est  positif,  par  un 
arc  tangentes  si  c  est  négatif-,  dans  ce  dernier  cas,  il  faut 
écrire 


du 

V  = 


—  I      p du 

^J(-)V^(«-.)[(^4)'-"]' 


et  l'on  a 


2 

V  = arc  tang 


En  remettant  pour  u  sa  valeur  en  a:,  on  a 


2                            /      {A—jyb.v 
V  = =  arc  tang  i  /  -i-^ f- 


;/-r)v/ 
OU  bien 


9.  V — «  (^  —  a)  Jx 

Y  =  — arc  tang  -^=z  ' 


b  —  a  y/— a(j;-|- aj  (or-f-c) 

Problème  n°  2. 

Si  F(a:)  e5f  un  polynôme  algébrique  de  degré  moindre 
que  72,  o«  a 

Ja     {.r-c)"~  1.2.3...  i/^-l)    r/c'-'l/^    l'^^^b-c] 
si  c  n'est  pas  compris  entre  a  et  b. 
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On  a,  en  cHct,  par  la  division  algébrique, 


F(.r)  Ffc) 


ovi  E(x,  c)  est  nne  fonction  rationnelle  entière  de  J?  et 
de  c;  son  degré  par  rapport  à  c  est  du  degré  m  —  i  si  F(x) 
est  du  degré  /«  j  elle  est  donc  au  plus  du  degré  n —  2. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente 
par  dx  et  intégrons  entre  les  limites  a  et  b  de  x:  nous 
aurons 


j;*^J^4^  =  P(c,.K,,f/é,=P(0-.FW 


loj 


où  P(c)  est  un  polynôme  du  degré  n  —  2  au  plus.  Nous 
supposerons  que  c  ne  soit  pas  compris  entre  a  et  b\  alors 
nous  pourrons  difFérentier  les  deux  membres  de  l'équation 
précédente  par  rapport  à  c  et  dilïerentier  sous  le  signe  f-^ 
nous  aurons 


X'^-'M-â[^H- 


a 


Différentions  encore  n  —  2  fois,  et  nous  aurons,  en  remar- 
quant que  Pf"-i)  (c)  :=  o, 

J^     (.r  — c/'         1.1.  .  .{n  —  i)   dc"-'\^    ^    '      ® />  —  c J 

Si  c  était  compris  entre  «  et  ^,  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  premier  membre  de  la  dernière  équation  n'aurait  plus 
de  sens. 


T.  —  Rec. 
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Problème  n°  3. 


'- — 

quand  a  tend  vers  h^  a  et  h  étant  deux  racines  consécu- 
tives de  V équation  F(x)  =.  o,  et  la  fonction  t  (x)  étant 
positive  dans  cet  intervalle? 
Nous  pourrons  faire 

(l)  F(^)  r=:  (.r -«)(&-. r)/(.r), 

et  la  fonction y(j:)  sera  j)Ositive  quand  x  variera  de  a  jus- 
qu'à h.  Soient  a'  et  a"  les  valeurs  de  x  qui  correspondent 
à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion y(j:)  quand  x  variera  de  «  à  ^5  la  décomposition  de 
l'intégrale  proposée  en  ses  éléments  nous  montre  qu'elle 
sera  comprise  entre 

\ Ç^  dx  \  Ç^  dx 

'^W)Ja     v/(.r-«)(6-.r)        ^^       IW']  J a     7^^)[^~^) 

Or  on  a 


Ç  dx 


\lx 

2  arc  tanff         — - 


et  l'on  en  conclut 


.b 


l'intégrale  proposée  est  donc  comprise  entre 

■K  TZ 

a'  et  a"  coïncident  avec  a  (piaud  h  IlmkI  mts  a^  et   lin- 
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i3i 


tégrale  a  pour  valeur 


v//(«) 


Exprimons y"( a)  à  l'aide  de  la 


fonction  F  et  de  ses  dérivées.  Diilérentiant  deux  fois  l'équa- 
tion (i),  nous  avons 

F"  (x)  =  -  2/(^)  -  4  (-r  -  ^)  /'  H  -+-(x-aj{b  -  x)f"  {x) . 
Faisons  x  =^  a^  b  :=^a,  et  nous  aurons 

Donc  la  limite  de  l'intégrale  définie  proposée  '^st 

Problème  n»  4. 

On  partage  [fig-  22)  la  dijférejice  PoPi  des  abscisses 
de  deux  points  fixes  IMq  et  M^  d' une  courbe  en  Ji  parties 


Fig. 


M, 


M,v 


P, 


égales;  on  demande  de  trouver  vers  quelle  limite  tend 
la  moyenne  arithmétique  des  ordomiées  quand  n  croit 
indéfiniment. 

Soient  Xq  et  Xi  les  abscisses  des  points  !Mo  et  Mj ,  j  =f[x:) 
l'équation  de  la  courbe,  nh^^x^  —  X(s\  la  limite  à  trouver 


est  la  même  que  celle  de 


/(■'-o)  +/(-^o  +  //)  ^  .  .  .  +/(^o-f-»^) 
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expression  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

nh 
OU,  en  remplaçant  nli  par  x^  —  a:o, 

hf  {.T,    -t-  ///(  .r„  -}-  /!  )  -h  .  ■  ■  +  V(-r,  4-  n/i  )  ^ 

X,  JTo 

mais,  quand  n  tend  vers  l'infini,  h  tend  vers  zéro,  et  l'on 
sait  que  le  numérateur  de  l'expression  précédente  a  pour 

f{x)  dx\  la  limite  cherchée  est  donc 

•^-  —  -^0  Jx, 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  ce  soit 
l'arc  îMo  iMi  qu  on  ait  divisé  en  n  parties  égales. 

Soit  s  la  longueur  de  l'arc  compté  d'un  point  fixe  A  de 
la  courbe  et  terminé  à  un  point  quelconque  dont  l'ordonnée 
estj>':  la  courbe  étant  donnée,  j^  sera  une  certaine  fonction 
de  s 

J  =  F(^). 

Soient  ^0  et  s^  les  valeurs  de  s  aux  points  M©  et  Mj  ;  en 
raisonnant  comme  précédemment,  on  trouvera,  pour  la 
moyenne  cherchée. 


APPLICATIONS. 

1°  On  partage  le  diamètre  d'une  denn-circonférence 
en  parties  infiniment  petites,  égales  entre  elles  :  quelle 
est  la  moyenne,  arithmétique  des  ordonnées  correspon- 
dantes ? 
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Soit  cotte  moyenne  M,  R  le  rayon  de  la  circonférence^ 
nous  aurons 

mais   /     ydx  représente  le  quart  de  l'aire  du  cercle  ou 

«/ o 

-y—  j  donc 

2"  La  même  circonfcrejice  étant  donnée,  c'est  sa  péri- 
phérie qu  on  diiHse  en  parties  égales. 

On  aura 

ttR  ttR 


M 


=  — —    /         y  as  =  -    /         sin  —  as  ^ 


3°  On  di\fise  la  base  d'une  cjcloïde  en  un  grand 
nomhre  n  de  parties  égales  :  quelle  est  la  limite  de  la 
moyenne  arithmétique  des  ordonnées  correspondantes  ? 

M  = X  aife  de  la  cycloïde  =  X  Stcg-  =  ■ 

lira  27r«  2 

4°  Même  question  quand  on  diuise  l'arc  au  lieu  de  la 
hase. 


La  longueur  de  la  cycloïde  entière  est  8^5  donc 


jds 


On  a,  dans  ce  cas,  entre  7  et  s,  la  relation 

8  a*  —  s^ 

J  =  5 '■> 
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on  en  conclut 

5°  Par  un  des  fo\  ers  d' une  ellipse,  on  mène  des  ra}  ons 

vecteurs jaisant  entre  eux  des  angles  égaux  a  —  ;  trouver 

la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  de  ces  rayons  vec- 
teurs. 

On  aura  évidemment 

^^  Jo 
Soit  /■  = l'équation  de  l'ellipse  ;  il  viendra 

I  -r-  ecOsO  ^  -^ 


^'^Jn  H-<?C0S9  TT      / 

/  U 

«^0 


On  a 


f 


-f-  c)  cas- h  (  I  —  e)  sm-  - 


d  tang  - 


(n- e)  cos- — ;- (i  —  e)sin=—         f      i-f-e-f-(i  —  c)tang-  — 


Wi 


arc  tang  I  i  / t<ing—  I  -^  const. 


^/i  —  e^  V  V    I  -H  e  2 


Pour  6  =  o,  nous  avons  arc  tango,  cpie  nous  pouvons 
prendre  égal  à  zéro:  mais,  pour  6=27:,  nous  avons  encore 
arc  tango  :  cpielle  valeur  faut-il  prendre  celte  fois?  La  ré- 
ponse est  facile  :  la  dérivée  de  notre  arc  tangente,  par  rap- 
port à  6.  est ;  elle  est  toujours  positive  :  donc  l'arc 

croît  toujours 5  pour  6=^~^  lare  dont  la  tangente  est  in- 


EXERCICES    SUR    LE    CALCUL    INTÉGUAL.  l35 

Unie  doit  (Idiic  ùlrc  pris  ici  égal  à  -5  et  enfin,  quand  nous 

arrivons  à  l'arc  dont  la  tangente  est  nulle,  nous  devons 
donner  à  cet  arc  la  valeur  ?:•,  nous  avons  donc 

s/i  —  e-' 

la  moyenne  cbercliée  est  donc  égale  au  demi-petit  axe  de 
l'ellipse. 

6^  On  divise  le  i^rand  axe  de  l'ellipse  en  Ji  parties 
égales  :  quelle  est  la  limite  de  la  mojejine  arithmétique 
des  J  ayons  vecteurs  correspondants  ? 

M=—     /  rdr, 

^"^  J-a 

X  étant  l'abscisse  comptée  du  centre  5  on  a 


=«-îf,  j 


ex' 

rdx  ^=:  ax i-  const., 

la 


J 


rdx  =  1  d\       M  =  a  ; 


la  limite  cherchée  est  donc  égale  au  demi-grand  axe. 


Problème  n°  5. 

On  considère  une  courbe  Jermée  et  un  point  O  dans  son 
intérieur  ;  on  partage  le  périmètre  de  la  courbe  en  un 
très-grand  nombre  n  de  parties  égales.  Soient  jN  l'un  des 
points  de  division,  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
p  la  distance  du  point  O  à  la  tangente  en  j\  .  On  demande 
de  trouver  la  litnite  de  la  moyenne  arithmétique  des  va- 
leurs du  rapport  —  quand  n  croît  indéjiniment. 
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Soit  /  le  périmètre  de  la  courbe  5  nous  aurons 

P 


M 


il 


ds, 


l'intégration  s'étendant  tout  le  long  du  périmètre^  dési- 
gnons par  a  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  2s  avec  Ox; 

à  cause  de  la  relation  p  =  — ,  nous  pourrons  écrire 

M   =    y      f  pd'X. 

Considérons  [fig.  10)  la  courbe  comme  l'enveloppe  de 
Fig.  23. 


ses  tangentes  ;  l'équation  de  la  tangente  est 

oc  cos  y-  -\-  y  sin  a.z=.  p\ 

en  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  nous  aurons 

dp 
—  .T  sin  a  -h  j  cos  a  =  — -  ) 
dx 


et  l'on  voit   sur  la   figure  que   — jcsina 
Les  équations  précédentes  donnent 

dp    . 

.T  =  p  cos  a sin  X, 

dx 

dp 
y  =p  sm  a  -> — '-  cosa, 
doc 


>  cos  a  =  JNP. 
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et  l'on  en  déduit,  par  differentiation, 

/          fl'p\    ■       , 
(lx=:  —  I  p  -\-  sin  arfa  =:  —  as  sm  a, 

t\ 

=  -{-dscoscc. 


dy  =  -\-  [  77  -i I  cos af/a  =  -{-ds 

y      do.^) 


On  a  donc 


*=('  +  ë)* 


en  intégrant,  il  vient 

Si  l'on  intégre  tout  le  long  de  la  courbe,  -y^  =  NP  reprendra 
la  même  valeur  \  on  aura  donc 

l  =fpdj. 

et  par  suite 

M=ri; 

la  limite  cherchée  est  égale  à  l'unité. 


Problème  n*»  6. 

On  donne  une  courbe  fermée  dont  on  partage  l'aire  en 
n  parties  égales  par  des  parallèles  aux  axes  des  x  et 
des  y  ;  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces  éléments  à  V ori- 
gine des  coordonnées;  soient  Tj,  To,...,  /'„  ces  rayons 
'vecteurs  :  on  demande  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
moyenne  aritlimétique  de  ces  rayons  quand  n  croit  indé- 
finiment. 

U  faut  trouver 

_^        ,.      /•,-l-/î-l-...H-'"„        ,.      r,  A.rAi  4-r,A.rA)  H-... +r„A^Ar 

M  =  lim  — ■ =  lira ^ ; 

n  n  A.7:  A/ 


l38  DEUXIÈME    PARTIE. 

mais  le  numérateur  de  cette  dernière  fraction  a  pour  limite 
l'intégrale  double  ffrdxdj,  étendue  à  tous  les  points  si- 
tués à  l'intérieur  de  la  courbe  donnée,  nAxAy  a  pour 
limite  l'aire  S  de  cette  courbe^  nous  avons  donc 

M='-    ffrcLrc/j 
ou,  en  coordonnées  polaires, 

On  peut  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  ;•.  Soient  6' 
et  Q"  les  limites  extrêmes  de  0  :  pour  chaque  valeur  de  0,  il 
faudra  intégrer,  relativement  à  r,  de  /■'  à  /",  /'  et  ;•"  dési- 
gnant deux  fonctions  de  0;  la  limite  cherchée  sera  donc 

>6" 
M=  ^     /        (r"^  —  r'']dO. 


I     p 

3  A' 


APPLICATION, 


La  courbe  est.  une  circonférence  et  l'origine  des  rayons 
vecteurs  est  sur  la  circonférence . 

On  a,  dans  ce  cas. 


o,      r  =^ia  cos; 


Relativement  à  9,  on  peut  intégrer  de  0  =  o  à  0  =  -  et  dou- 
bler le  résultat^  on  trouve  donc 

M  =  ~- \    \      cos'ôrfe  =  -    -    /      (  -7  cos3 0  -+-  %  cosO  \  rfô  ; 
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l'intt'gralc  indélînie  est 

ï     .    o         3   . 
—  sin3ô  +  -7  sinG; 

12  4 

2 
l'inlégralc  définie  est,  par  suite,  égale  à  -;  donc 

Problème  n°  7. 

On  considère  le  iiolume  limité  par  une  surface  fermée, 
on  le  partage  en  n  parties  égales  par  des  plans  parallèles 
aux  plans  coordonnés,  on  joint  un  point  de  chacun  de  ces 
éléments  à  l'origine  des  coordonnées  :  on  demande  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique  de  ces 
rayons  quand  n  croit  indéfiniment. 

Il  faut  trouver 


lim 


n 


nà.rArAz 
Soit  V  le  volume  du  corps,  on  aura 

en  prenant  des  coordonnées  polaires,  il  vient 

M  =  ;^    j    i  jr'drsm9dQd-]>=z  y-    j    i  [r"*— r")  sinQdOd-l, 

en  désignant  par  /■'  et  r"  les  limites,  fonctions  de  Q  et  t^, 
entre  lesquelles  il  faudra  intégrer  par  rapport  à  /•. 
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Problème  n°  8. 
Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


£ 


U,„  et  U„  étant  les  poljnômes  définis  (p.  ^5   .  à  l'occasion 
de  la  dérivée  d'ordre  n  de  la  Jonction  e~-'^ . 

On  a  posé 


dx" 


=  e-''-\J„. 


Si  donc,  dans  la  fonction  e  ^\  on  remplace  x  par  x  -r-h^ 

et  qu'on  développe  par  la  série  de  Taylor,  le  coefficient  de 

h" 

sera  e~''*U„  -,  ainsi  l'on  aura 

1.2. . .n 

h    .  h 


ou  bien 


e-  ('+'')'  =  e-^'-     I  4-  -  U.  H ■  U,  -f- 

\  I  1.2 


h  A' 

I  1.2 


On  aura  de  même,  en  remplaçant  7i  par  A , 

e-^kx-k'.—  ^  H-  -  U,  H U,  H- 

I  1.2 

Multipliant  membre  à  membre  les  deux  équations  précé- 
dentes, il  vient 

h'"  A" 

Zj  1 . 2  ...  m  1 . 2 ...  « 


m  et  n  pouvant  dans  le  second  membre  recevoir  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives;  je  multiplie  les  doux  membres 
de  l'équation  précédente  par  r/.r,  et  j  inlèi^re  de  x  = —  oc 
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à  .r  =  -h  00  ,  ce  qui  me  donne 

t/ 00 

=  >   > /  e-^-U„U„rfx. 

^^^1.2.  .  .m   1.1.  .  .fij_.^ 

Or,  en  posant  .x  -{-  h  -h  k  zz:^  t,  on  a 

J 00  «/ 00 

Nous  avons  donc 

(i)  ^TT e'*' =>>—''—-— '^ —  \       e-'^■\^.,^^„d.r. 

^^1.2.  .  .m  1.2.  .  ./;  J_^ 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  hçxli\  or  le 
premier  membre  ne  dépend  que  du  produit  lik  \  il  doit  en 
être  de  même  du  second  \  donc  tous  les  termes  de  ce  second 
membre,  dans  lesquels  m  est  dllFérent  de  /z,  sont  nuls; 
ainsi  nous  trouverons 


I 


e~^'\}n\lndx  =  G, 


quels  que  soient  les  entiers  771  et  ;?,  pourvu  qu'ils  soient 
inégaux. 

Réduisant  le  second  membre  de  l'équation  (i)  aux  seuls 
termes  dans  lesquels  771  =  71,  il  viendra 

^  Z^(l.2...«;-J_^ 

Or  le  développement  du  premier  membre  est 

,-  V    2"  A"  /■" 

Vtt    >   ■ -, 

^l .1. .  .n 
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il  doit  être  identique  au  second  membre  ;  nous  aurons  donc 
^-_^' — ^    ' Ç'^^\-'Zldx, 

"      1.2.  ..«  (I.2..  .«]V_oo 

J 00 


d'où 


Problème  n°  9. 

Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

r^'  sina 

I  — ax. 

J_i      1  —  2.rcosa4-a;- 

Soit  posé 

^     '        t/— I       ^ —  2.r  COSX  H- JT- 

on  voit  d'abord  que 

on  a,  en  effet, 

^  J— I     I  H- 2.rcosa -r  .r- 

si,  dans  cette  intégrale,  on  pose  x  ~—  — a:',  elle  deviendra 


/"t 


-rf.r'  =  -/(a); 


^  _  ^        -\-  2.r'  cosa  H-  .r 

on  a  donc 

/(a  +  7r)  =—/{gc'),     /(a  +  27r)=— /(a  +  tt)  =/;«). 


La  fonction y(a)  est  donc  périodique,  et  il  sullit  d'obtenir 
sa  valeur  quand  ::  est  compris  entre  zéro  et  ~.  Faisons  la 
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subslllulion  suivante  : 

(i)  X — cosa  =  ttsina, 

d'où  nous  tlrdiiirous 


sin  y. 


h 


I  —  axcosa  H-  X 
sin  a 


—  dx  = 


du 


l  —  2.r  cosa  +  X 
pour  X  -.:^  —  I  , 


-dx  ■=  arc  tiing u  -f-  const.  ; 


«  =  — 


I  -f-  cosa 
sin  a 


pour  X  -  -  -i-  I . 


cot  -  =  tang -, 

2  \2  2  ' 


tani 


143 


la  dérivée  de  arc  tang  u  est  positive,  d  après  la  formule  (  2  )^ 
ainsi,  x  variant  de  —  i  à  -I-  i ,  arc  tangu  doit  aller  en  crois- 
sant d'une  manière  continue  ;  donc ,  si ,  pour  x  =  —  i , 

a         TT  .    ,      ,        . 

nous  prenons  u=^ 1  quantité  négative  ;  pour  x  =  4- 1 , 

nousdevronsprendreM=^  -■>  quantité  positive  5  il  en  résultera 


X 


sm  a  TT 

. dx  ■=.  —  ' 

I  —  2.rcosa  +  X-  2 


Ainsi  la  fonction  /(a)   {Jïg.   24)  est  égale   à  -  pour  a 
Fig.  24. 


y 

N 

m"      N" 

1 

j       j 

0 

'11' 

M' 

N' 

compris  entre  zéro  et  tï,  a pour  a  compris  entre  n  et 
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2  7r,  à  H —  pour  a  compris  entre  2  7r  et  3r, .  .  .;  si  donc, 

prenant  a  pour  abscisse,  on  construit  le  lieu  j)^  =f{y.\^  il 
se  composera  des  droites  MN,  M'IV,  M"JN", .... 

Il  est  facile  d'obtenir  une  expression  en  série  trigono- 
métrique  de  la  fonction^  (a  )  ;  il  suffit,  en  effet,  de  partir  de 
ce  développement  connu 

=  sin  X  4-  .ï.  sin  2  a  -4-  ^-  sin  3  X  H-  .  .  . , 


I  —  ix  COS3C  4-  a:- 
et  de  remarquer  qu'on  a 

2 


I 


1?"  cla:  =z  o      ou      =: 


suivant  que  fi  est  impair  ou  pair  pour  arriver  à  ce  résultat 
y{o(.)  =  2  I  sina  -f-  -  sin  3 a  -I-  ^  sinSa  -^  .  .  .  j  . 

Il  resterait  toutefois  à  établir  la  convergence  de  la  série 
ainsi  obtenue. 

Ce  qui  précède  est  extrait  presque  textuellement  d'une 
Note  de  M.  Hermite  publiée  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  rédigé  par  M.  Darboux,  t.  I,  p.  822. 

Problème  n°  10. 

Calcule!-  la  longueur  S  d' un  arc  M'M"  de  cycloïde  en 
fonction  de  la  somme  des  longueurs  l'  et  l"  des  tangentes 
M'T  et  ÎM"T  en  M'  et  M"  et  de  leur  angle  oc. 

Prenons  les  équations  de  la  cycloïde  sous  la  forme 

x=a[(f — sin<j!),     y=za{i  —  cos'j)), 

et  désignons  par  cj<'  et  ç."  les  valeurs  de  ç  qui  répondent  aux 
points  M'  et  M",  dont  les  coordonnées  seront  a 'y',  j:"y". 
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Nous  aurons 

b  =  â.a[  cos  -   —  cos  —     >      ■  =  a  ; 

\  2  2  /  2 

les  équations  des  tangentes  en  M'  et  M"  peuvent  s'écrire 

I  /  I  I 

.      o  cp  .      ^  /  ? 

r  sin .r  cos    -  =  a  a  sin a  a  cos  —  » 

2  2  2  '  2 

//  W  //  // 

•    ?  ■?  •    ?  /I       ? 

Y  Sin  -î sr  cos  —  rzz  2  «  SlIÎ a  <p    COS  -^  • 

2  2  2  2 

Résolvant  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  les  coordon- 
nées Xi  et  jKi  du  point  de  concours  T  des  deux  tangentes 

1/        I  I         II  II  I 

.tp  —  <p  „•?        ?.        /•?          ? 

.r,sin —  =  —  a<û   sui  —  cos  —  -r-  an>  sin  —  cos  -  •■, 

2  2  2  '  2  2 

Il  I  I'  I  I  II 

r,  sin  ^^ =.  7.a  sin « ( u,'  --  o  )  cos  —  cos  -- • 

2  2  2  2 

On  calculera  les  longueurs  /'  et  l"  par  les  formules 
/'sin  —  =  .r,  —  .r' ,      l"  sin  —  =  .r"  —  .r, , 

2  2 

et  l'on  trouvera,  après  quelques  réductions, 


d'où 


T.  —  Rec 
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et  l'on  en  déduit,  en  introduisant  S  et  a, 


s  = 


n-  -. — 
snia 


Problème  n*»  11. 

On  considère  une  courbe  et  un  point  Jixe  O'^  de  ce  point 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  les  tangentes  de 
la  courbe;  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  est 
une  nouvelle  courbe  sur  laquelle  on  opère  comme  sur  la 
première  ;  on  continue  ainsi,  et  Von  obtient  la  série  des 
podaires  de  la  courbe  proposée  relativement  au  point  O  ; 
on  demande  d' exprimer  les  différentielles  des  arcs  de  ces 
courbes  à  l'aide  des  quantités  relatives  à  la  proposée. 

Soient  {fig.  25)  M,  Mj,  Mj,.  .  .  la  suite  des  points  dé- 
finis précédemment;  Vj ,  X'o,  V3,...  les  angles  OMMi  ; 
OMiM,,  OM2M3, ...  ;  tous  ces  angles  sont  égaux  entre  eux 

Fig.  25. 


[voir  FuENET,  p.  i45).  Représentons  par  0  =/(/•)  l'é- 
quation de  la  courbe  proposée,  et  nommons  /•, ,  9i  ;  /j,  0,  : . . 
les  coordonnées  des  points  Mi,  Ma,- .  • .  Nous  aurons 

tangV„=  — —  =  tang  V  ; 
(lr„ 

ainsi  nous  arrivons  à  cette  relation  simple 

r„  —  =  /•  —  • 
dr„  dr 
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D'autre  part,  nous  avons 

/-,  =  /sinV, 

r.--=:  r,  sinVi=  /'sin^V, 


(1)  r„=rsin"V; 

la  formule  cosV„=:  -7^'  =  cosV=  — -  nous  donnera 

dsn  as 

(2)  ds„=dr„i/ 


Il  ne  nous  reste  qu'à  substituer  dans  cette  expression  de 
dsn  la  valeur  de  /-„  tirée  de  l'équation  (i),  en  tenant  compte 

idQ 

dr 

de  la  relation  sinV= -:  prenons  /■  liour  variable 

'         r-'dB^  ^ 

I  + 


v/' 


dr' 
indépendante,  et  nous  aurons 

d-'B         ,  (m  r/9' 

,  ,  rir  — h    //  -I-  l  ) \-  r-  —- 

..-f/ôN"-'        dn         '  '  dr  di'      , 

dSn  =     rdr. 

'   dr  )  l±i 

I  -f-  /•=  - — • 
dr' 

Prenons  comme  exemple,  pour  la  courbe  proposée,  une 
circonférence  de  rayon  a,  le  point  O  étant  sur  cette  cir- 
conférence j  nous  aurons  pour  équation  de  cette  circonfé- 
rence 

;•  z=  2  a  ces  S  ; 

un  calcul  facile  donne 

dsn=  2.{n  -h  i)a  cos"QdB. 

Si  l'on  veut  trouver  la  longueur  de  l'arc  de  la  ii'^'""  courbe, 
qui  correspond  aux  valeurs  de  9  comprises  entre  zéro  et  -, 

10. 
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on  auia 


y„  =:  2  (  «  H-  1  '  rt    / 


^„  2.4.6..-(«  —  l](/Z-r-ll 


3.5. 


Si  7Z  est  impair  cl  si  /z  esl  pair, 


1 .3.5.  .  .f/2  —  i)(«  H-i) 

S„= ;r-^ — Tra. 

2  .4  -O.  .  ./? 

Dans  ce  cas,  on  peut  trouver  facilement  l'équation  de  la 
j^ieme  poclairc  ^  on  a  en  eiïet 

tann; V  =  —  cotî',     V  =  '^  -f-  9, 
2 


9„  =  fn-^  1)0,      r„-^  rcos"9--=  2acos("+''9, 
d'où 

r„T=  2a[  cos 


f  ^ 

>.a  I 


n  -i-  I 


Remarquons  encore  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  le 
point  O  étant  le  centre  de  cette  hyperbole,  dont  l'équation 
sera  par  conséquent 

OU  trouve 

V:=. 2O,      6„^=  — (2/2  —  1)0,      r„::=  a^cosiB  ,'"  •' 

2  '  ^ 

par  suite,  l'équation  de  la  podaire  n'''""'  est 

j  n  —  i 

T„z=z  a\  cos  -    -    —  I 

V  2«  — l/ 

La  longueur  de  l'arc  de  cette  courbe  no  dépend  que  des 
intégrales  elliptiques. 
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Problème  n°  12. 
Calculer  la  longueur  de  la  courhe  cjul  a  pour  éiiuation 

i.    1. 

4  'or'  -f- j')  —  a?  ^=  3a"'j'  '  . 
Cette  équation  peut  s'écrire 

Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  se  compose  de  quatre  par- 
ties égales  à  celle  située  clans  l'angle  des  coordonnées  posi- 
tives, et  que,  pour  cette  dernière,  y  est  compris  entre  zéro 

ds  ■  r/x* 

et  a.  Clierclions    —  =  i  /  i -i — ;— •    après    des   réductions 
dj       V  ^r" 

faciles,  nous  trouverons 

ds-  _  a^ 

d'où 

dy        1      -^       "^  -^    ^ 

On  peut  intégrer,  car  j>    ^  est,  à  un  facteur  constant  près,  la 

3  2 

différentielle  de  a^  — j  '  ;  on  obtient  ainsi 

3    44/T 


r= a^  \  a^  — y^  -r-  const.; 


faisant  j  ==  a,  puis  j>  =  o  et  retranchant  le  second  résultat 
du  premier,  on  a  pour  le  quart  de  la  longueur  de  la  courbe 

—  :  la  lonsfueur  entière  est  donc  égale  à  6  a. 
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Problème  n°  13. 


Trouver   l'aire   de   la   courbe  x-" -\- y^"  =^  ar  xjY   S 
n  désignant  un  nombre  entier  positif. 

Posons  j=zix^  t  étant  une  variable  auxiliaire^  nous 
aurons 


d' 


ou 


y 


s/i  +  t^ 


t  '■ 


s/i-i-t' 


Si  n  est  pair,  t  doit  être  positif;  la  courbe  se  compose  de 
deux  parties  égales  situées,  l'une  dans  l'angle  o'O},  l'autre 
dans  l'angle  x'Oj'.  Pour  t  =  o^  x  et  y  sont  nuls  ;  la  courbe 
part  de  l'origine  où  elle  est  tangente  à  Ox.,  t  variant  de 
zéro  à  +00  ,  on  a  une  boucle  revenant  à  l'origine,  tangente 
à  Oj\  La  courbe  se  compose  donc  de  deux  boucles  égales; 
il  y  en  aurait  quatre,  si  n  était  impair. 
Soit  u  l'aire  du  secteur  OMA  ;  on  a 

9.du  =  a:  dy  —  r  d.r  =  .r-d  —  =:  .r-dt  = dt. 

■  r  I  -f-  t-" 


On  aura  donc 


Or 


r    dt" 
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on  en  clcduit 


i5i 


r 


ch" 


((")■"    2' 


donc,  si  n  est  pair,  l'aire  de  la  courbe  sera  — ;  elle  sera 


—    si  n  est  impair. 

Soit  OJN  i/ig-  26)  le  rayon  vecteur  maximum^  on  trouve 

Fig.  2G. 


ON  =  a;  donc  l'aire  de  la  courbe  est  la  zn'"""  partie  ou  la 
n''"""  partie  de  l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  est  ON. 


Problème  n°  14. 


Un  cône  et  un  paraboloïde  [fig.  27)  de  réi^olution  ont 
même  sommet,  même  axe,  même  hase;  on  considère  une 


Fig.  37. 


sphère  décrite  sur  leur  axe  comme  diamètre,  on  demande 
de  tromper  le  volume  compris  entre  les  trois  corps. 
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En  désignant  par  a  le  demi-angle  au  sommet  du  cône, 
par  R  le  rayon  de  la  sphère,  les  équations  du  paraboloïde 
et  de  la  sphère  seront 

.7"  -I-  jk'  =r  2  R  z  tang'  a , 

Prenons  des  coordonnées  polaires,  et  les  équations  de  nos 
trois  surfaces  deviendront 


6  — a, 

2R  cos9 
^  ~  sin^9~ 
r  :=  7.K  cosO, 


tangua,        paraboloïde, 
sphère. 


On  voit  {fig.  28)  que,  si  tangua  est  plus  grand  que  i, 
le  rayon  vecteur  du  paraboloïde  sera  toujours  plus  grand 


Fis.  28. 


que  celui  de  la  sphère-,  si,  au  contraire,  tang- a  est  plus 
petit  que  i,  le  rayon  vecteur  du  paraboloïde  ne  sera  plus 
grand  que  celui  de  la  sphère  qu'autant  qu'on  aura 

tang'a^sin-9     ou      tanga^sinô; 


il  y  a  donc  deux  cas  à  considérer  : 
1°  a^  ■^•,  c'est  le  cas  de  la  y? 
cherche  la  mesure  est  engendré  par  la  partie  ombrée  do 


1°  a^  -^i  c'est  le  cas  de  \a  Jîg.  i;  le  volume  dont  on 
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cette  figure  j  B  varie  dt-  a  à  --?  et, pour  des  valeurs  données 

1       n  f  •        1  T»  /^    '    2Rcf)SÔ  „ 

de  u  cl  u/,  /•  varie  de  2  k  cosO  a  — ^ tans  s*-;  nous  aurons 

^'  sm-0  ^      ' 


donc 


2RC0SÔ        , 

— .   .  ^    taniî'a 

sin-0  ^ 


f        ^i    /      sinOf/0   /  ^V// 

on  en  tire,  en  eiîectuant  deux  des  intégrations, 


16^  R^ 


JC'^         ,/tane«a         .     \ 


l'intégrale  indéfinie  relative  à  B  est 


tanij''x  /     2  I     \        cos^ô 


'b 


4       \sin'9        sin^ô/  4     ' 

on  obtient  sans  difficulté 

4^7  R3 
V  =  ^î-— —  (  tang'  a  —  ces*  a  ), 

expression  qui,  pour  &.—-  '--,  est  égale  à  ttR^. 

2°  a.  <^  j  :  c'est  le  cas  de  la.  Jîg.  25  le  volume  dont  on 

s'occupe  est  engendré  par  la  révolution  delà  partie  ombrée 
autour  de  Oz.  Soit  sinô,  =  tanga-,  nous  aurons 

7.  R  cos  6 

— .   .„    tarif;- a 

siu9c?9   /  /"dr, 

a  «/2Rcos9 

,,        iÔttR'    f^>       ,„ /tangua  .      \  ^^ 

V  =  — ^;,—    ;       cos'9        .  ^ sin9  W9. 

3      J^  \  sin^9  y 
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On  trouve,  eu  achevant  les  calculs, 

V  =  — - —  tang*'  a  f  cos'  a  +  3  cos-  a  —  i  ;, 

expression  qui,  pour  y.=  'j,  se  réduit  Lien  aussi  à  7:R'\ 


Problème  n°  15. 


Trouver  la  'valeur  de  l'intégrale 


^// 


y/(.r--l-j=-{-  rt=—  ^>^/—  4f«^—  *')• 


étendue  à   tous  les  points  situés  à   l'intérieur   de  l'el- 
lipse 

Je  prends  des  coordonnées  polaires,  en  faisant 
.r  =  /-cos6,     j)'  =  /-sin9; 

1  I  1       /n        «  •  1  <  rt'6' 

pour  chaque  valeur  de  6,  /  -  variera  de  o  a  — ^— ^ r", 

'  ^  '  a'siir9-f-i'cos'0' 

^x  dy  doit  être  remplacé  par  rdr  d6-,  j'aurai  donc 

ab 

2  7r         pyJa'sin*d-^b'cos*d  _^_ 


/^27r         f\'^' 


y/(H-4-a2— è»/— 4(a'— 6»}r»cos'G 
Or 

dr 


/; 


v/(/-^+  a^»—  6')^— 4(a»—  i»)r»cos'e 


;/; 


2  J  y/[r'-4-rfl'—  &^j(i— 2cos-9}]'-+-4(a=— 6'}-sin'9cos'9 
=  -log[/»  +  (a'— 6')(i—  2COs'9) 


H-  vV  +  «'—  *'/'  —  4(«'—  b')r'  cos-'9j. 
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En  substituant  à  la  place  do  /-  ses  deux  limites,  on  trouve, 
après  quelques  réductions, 

V— -    I        (iO  loir]     ~, ; — : , 

I    r'~  ,n,       /,«=sln»9-f-i»cos'6\       I    f'''.      ,  .   ,,  „ 

Or  on  a  [voi/-  Frenet,  p.  285) 

I      log    sinBdQ^rrz log2, 

d'où 

Jlog    sln'0<^9  =  — 77  log  2, 
o 

j        log    sin- 9  dO  =  —  4^'*^'b^- 

log4  ^/9  =  47rlog2, 

o 

/        log4  sin-9r/9  =  O; 
t-'o 

il  restera  donc 

mais,  en  posant  e-^v-^  =  z,  il  vient 

le  module  de  r  2  est  éeral  à  ,  ?  comme  celui  de 

a  -h  b  ^  a  -{-  b 


i56 


DEUXIEME    PARTIE. 


y  z   '  5   ces  modules   sont  donc  plus  petits  que  i  \  on 

pourra  donc  développer 

suivant  les  puissances  de  z^  en  séries  convergentes  5  faisant 
ces  développements,  remplaçant  z -\- z~^  par  2COS26, 
-2"  -f--3~^  par  2  cos40,-  .  . ,  nous  trouverons 


i'>s(4 


r=r  lOi^  ,    —  2  -,    ces 2  6  —  2  -^^ COSA^J  —  •  •  •  • 

"^  a  —  b  a  -\-  h  "  ^ 


Multiplions  par  (iô,  intégrons  de  zéro  à  2~  en  remarquant 
que 

C()S2  9r/9=:o,        /        ces  4  9  ^9  =  0, 

O  J  O 

et  il  viendra  finalement 

V  =  TT  log r-  : 

a  —  b 

telle  est  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 


Problème  n«»  16. 

Trouver  la  valeur  de  l' intégrale  j  ~  étendue  à  tous 

les  points  de  la  surface   de  l'ellipsoïde  représenté  par 
l' équation 

r-        y-        z- 
a'         b^        c- 
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dS  représentant  un  clament  de  In  surface  et  P  la  dislance 
du  plan  tangent  à  cet  élé/nent  au  ccnirc  de  l'ellipsoïde. 

Soit  V  riulc'j^talc  chercliée;  on  a 
Or  l'équation  de  l'ellipsoïde  donne 


C'.T 

c'7 

d'où  l'on  tire 

c'       /r* 

b'    '    c' 

^n_;,=  +  ^.=  :_y/_u 

On  a  du  reste 

v/- 


.y       ^ 


il  viendra  donc 

d.T  dy 


^="//(£"ë-7:) 


ou  bien,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  c  i  /  i ;  —  --• 


I  H -^ —  x?  H —  j^ 

dx  dy. 


Fixons  les  limites  des  intégrales;  l'intégration  doit  s'étendre 
à  tous  les  points  compris  à  l'intérieur  de  l'ellipse  dont  l'é- 

quation  est  —  -h  ■-- =  I ;    x   variera   de    — «  a--a,    et, 
pour  chaque  valeur  de  x^  y  variera  de  —  61/  i ^  a 
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-\-h  i  /  [ 1\  on  peut  réduire  ces  limites,  pour  x  à  zéro 

et  rt,  pour  j^  à  zéro  et  Z»  i  /  i  —  —  ?  pourvu  qu'on  multiplie 

par  4  1<-'  résultat  obtenu  5  il  faudra  encore  le  multiplier 
par  2  pour  tenir  compte  de  la  moitié  de  la  surface  située 
au-dessous  du  plan  des  xy  \  nous  aurons  donc 


v^ 


djr; 


pour  intégrer  par  rapport  à  j',  nous  poserons 

j  =  6i/i—  ^sin^; 
9  variera  de  zéro  à  -•>  et  il  viendra 

V  =  —     /        d.r    \ 

^    Jo  Jo 

r      c-—fi'       c-~  ly  i      .r'\       n 

En  remplaçant  sin-9  par  j  —  y  cos  2  j,  on  trouve  que  l'inté- 
grale indéfinie  relative  à  cj-  est 


I sm2o; 


l'intégrale  définie  est 


il  nous  faut  maintenant  multiplier  cette  quantité  par  </.r,  et 
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intégrer  entre  les  limites  zéro  et  a,  ce  qui  n'oflre  aucune 
dilliculté^  nous  obtenons  ainsi 

4      b-c-  -r-  c-a-  ->t-  rt'  b- 
6  abc 


Problème  n«>  17. 

Calculer  l'aire  de  la  surface 

.    fe'—e-'  cr—  err\ 
z  =  arc  sin  (  ) 

\         2  2  J 

comprise  entre  les  plans  x=  Xf^  et  x  =  x^^  montrer  quen 
chacun  des  points  de  cette  surface  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Il  s'agit  d'évaluer  l'intégrale  double 

étendue  à  toute  cette  partie  du  plan  des  xj  comprise  entre 
les  droites  x  =  x^  et  x  =  x^^  sur  laquelle  se  projette  la 
surface.  Nous  allons  faire  un  changement  de  variable  ; 
posons 

(a)  îlll^=X,      ':^=^=Y. 

^     '  2  2 

Nous  déduirons  d'abord  de  là 

(3)  ^:^  =  v/i  +  X-',      ^_-l-=^r  +  Y', 
et,  en  différentiant  les  formules  (2), 

(4)  dx^=  ■  »     dj  ^=    ,  ; 
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réqualion  de  la  surface  deviendra 


z  =  arcsin(XY} 

) 

on 

en  lire 

dz 

Y 

dz   _ 
dX 

X 

v'i. 

—  X^'Y^ 

v'' 

-X'Y- 

on 

a  ensuite 

dz 

dX~ 

dz    dx 
~  dx  ^X 

I 

dz 

v'ï  — 

x^ 

dx" 

d'où 

dz  , —  dz         Y  v/i+X-  dz        X  sjT^Y' 

—  =  i/i  -(-  X'  —  =  et     — -  =       ^  » 

6?.r      V  ^x      y/i_x^'Y^         ^.r      v^i— x-Y= 

d'où 

./=  y      (dz  y_  I  4-X^Y-'+X»H-Y-  _  (i  +  X^j(i  +  Y^ 


^^'  dxj    '  V^^r  y  "         1  -  X' Y=         "       i-  X'Y» 


'^'  ^-(S)-(iy 


v/7— X^Y' 


On  sait  que,  dans  le  changement  de  variables,  dxdj  doit 
être  remplacé  par 


(  dx    dr         dx    dj\ 
[dXdY-dYdx)''^''^^ 


ou  bien,  comme  x  ne  contient  pas  1  et  que  y  ne  contient 
pas  X,  on  aura  simplement,  en  remplaçant  dans  l'expres- 
sion (i^  le  radical  par  sa  valeur  (5), 


=//s 


dr   ./r  v/(i-+-X^)(H-Y')^^^^Y; 


dY        . /,  _  X'Y' 


,  dx  dr  ,  , 

remplaçons  — —  et  — '--i  [lar  leurs  valeurs    4  ■>  nous  aurou; 
'■      ■■  dx         dx 
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l6l 


simplement 


Voyons  {Jig-  29)  quelles  soûl  les  limites  de  nos  nouvelles 


variables;   d'après  la  nouvelle   expression  de   z,  on  voit 

qu'on  doit  avoir 

-i<XY<i; 

le  point  XY  doit  donc  être  compris  entre  les  hyperboles 
qui  ont  pour  équations  XY  =  i  et  XY  =  —  i  :  pour  chaque 

valeur  de  X,  Y  variera  de  —  —  à  -I-  —,    enfin  X  variera 

de  Xo  à  Xi,  ces  valeurs  étant  définies  au  moyen  des  données 
par  les  formules 

Xo  — ■ —  î      Xi  —  ; 

2  2 

nous  aurons  donc 


Jx„  J       .     i/l  — X 


Or 


v/i  — X^Y= 


dY  I 

:=  —  arcsinXY  -f-  const.; 
X=Y=        ^ 
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donc 


/  -==  =  ~      et      S  =  7r/        -^-=7rlog— , 


y/i  — X-Y^       X 
ou  bien 


c'n  —  e— 'o 


Pour  résoudre  la  seconde  partie  de  Ja  question,  il  nous 
suffit  de  montrer  que,  pour  tous  les  points  de  la  surface, 
on  a 

(6)  {l -Y- (]'')r-h  'l-\-p'')t  —  ojjqs=  o. 

Nous  avons  déjà 

Yv/r+X=  Xv/i+Y^ 

P  =     y  »        <7  =  -:==  ', 

v/i  — X'Y^  y/i  — X'Y^ 

« 

diilérentions  ces  formules,  et,  dans  les  premiers  membres, 
remplaçons  dx  et  dj  par  leurs  valeurs  (4),  nous  trou- 
verons 


X^^C-^^')     _^x+^^i-±^.Y, 


/, +X'(i-X'Y')=  (i-X'Y')^ 


'        r/X^ ^ dY 


v'i-f-X'  v'ï-+-Y' 


(i  — X=Y'}'  \/i4-Y=(i  — X'Y=/ 


EXEUCICES    SUR    LE    CALCUL    INTÉGRAL.  1 63 

d'où  l'on  lire 

XY(i-+-Y')  v/îTx'Vï^Y'  XY(i4-X') 

/= ~t       S=:  j — )       t=  Y» 

(i-X'Y^)^  (t-X^Y^)^  {i-X'Y^y 

XYii-l-X')fH-Y') 

(i  — X'Y»)' 
par  suite,  l'équation  (6)  est  identiquement  vérifiée. 


Problèmo  n»  18. 
On  demande  de  trouver  la  valeur  de  l'intciirale  double 


r"      r"  dxdy 


J'Y 


en  passant  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordon- 
nées polaires. 

On  sait  que,  dans  ce  changement,  dxdj  doit  être  rem- 
placé par  rdrdO.)  de  telle  sorte  que  l'intégrale  proposée  va 
devenir 


I2j 


Reste  à  fixer  {Jig-  3o)  les  limites  entre  lesquelles  on  doit 

Fiff.  3o. 


intégrer:  or,  dans  l'expression  (i),  les  intégrations  s'éten- 
daient à  toute  l'aire  du  rectangle  OACB,  dont  les  dimen- 
sions sont  a  et  ^  j  ici  tant  que  0  sera  plus  petit  que  l'angle 

II. 
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COA,  dont  la  tangente  est  -•,  on  devra  intégrer  par  rapport 


à  r  depuis  zéro  jusqu'au  rayon  vecteur  OM  de  la  droite  AC, 
a 

ces  9 


lequel  est  égal  à  — -  -,  pour  6  plus  grand  que  COA,  on  devra 


intégrer  depuis  /■  =  o  jusqu'à  /•  =  ON  =  ^: — -  -,  l'expres- 


sion (2)  va  donc  devenir 

b               a 
arc  tang  - 

/  ^M  TH-/  cf9 


b                  a  rt  b 

arc  tang  - -  — — - 


rdr 


«•CI  \ 

arc  tang  - 


Oi 


/, 


rdr  T 

, -i-  const. 


.r^Y  \Jc- -gr- 

isous trouverons  donc,  pour  l'intégrale  cherchée, 


h 

arc  tann  - 


Jq  \  ^        sja-  -r-  c-  —  c'  sin^  6  / 


arc  tanp  - 


On  voit  qu'on  peut  elTectuer  les  intégrations  :  nous  avons 
indiqué  cette  méthode  pour  montrer  comment  on  fixe  les 
limites  des  nouvelles  variables-,  mais  elle  n'est  pas  la  plus 
courte.  Revenons  à  l'intégrale  proposée,  et  intégrons  d'a- 
bord par  rapport  iij-^  nous  aurons 


II 


dy  I  r 

—  ■   const. , 


c'-^.r'-|- J')  = 


c-  -4-  X-   ^y.  _f-  c-  -i-  .r- 
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d'où 

r  ^  dr  _  l 

et  l'intégrale  chercliée  devient 

dx 


J^     (c»+.r»)v/i»-4-c'+x» 


on  a 


,    {*  dx  I  h.r 

'  f  ===  =  -  arc  tang  —  — •  -i-  const., 


et  l'on  déduit  la  valeur  demandée 


rr             d.vdy                  I                               ab 
f     T  =  -  «n'c  tang  —  -  • 

Problème  n«>  19. 

On  donne  l'équation  différentielle 

(l)  [a.T  -H  by)d.v  -f-  [a' x  -f-  b'y)dy  z=  o, 

OÙ  a,  b^  a\  h'  sont  des  nombres  coviniensurables  ;  on  de- 
mande dans  quels  cas  l'intégrale  sera  algébrique. 

On  sait  que,  pour  intégrer  l'équation  (i),  on  pose 

on  trouve  ainsi 

[a  +  (6  H-  a')z  -h  b' z-]dx  4-  {a'  -h  b' z).vdz  =  o 

OU  bien 

dv    ^  {a'-hb'z)dz  _ 

~x    ~  u-h  [b  -r-a')z  -f-  b' z' 


i66 
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Soit  posé 

(i)                         "'^ 

-b'z                       A               B 

^'1              «-+-(6  + 

a')z-\-b'z-        z  —  a        z —  p 

et  nous  aurons 

dr 

kdz           Yidz 

H ! r  =0. 

-a     • z-p 

Intégrant  et  désignant  la  constante  par  logC,  il  viendra 

log^-4-Alog(3— a)H-Blog(3—  p)  =  logC, 
d'où 


y 

ou,  eu  remettant  -  au  lieu  de  z^ 


(^  __  a.r)^  (j  —  ^xf  =  C.rA+B-'. 

Il  faut  qu'en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à 
une  certaine  puissance  A,  les  exposants  deviennent  entiers. 
Soient  donc  m,  n^  p  des  nombres  entiers;  on  doît  avoir 

A=~,      B=y,      A4-B-i  =  V, 

d'où 

A       B       A-f-  B  —  I        A  +  B  I 


m        n  p  m  -i-  n        m  -j-  n  —  p 

on  tire  de  là 

m  „  « 

A  = -,     B  = 

m  -t-  /^  —  p  m  -\-  n  —  p 

Il  faut  donc  que  A  et  B  soient  commensurables,  et  cette 
condition  nécessaire  est  d'ailleurs  sullisantc.  Or.  dans  la 
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décomposition  de  l'expression   (i)   en  fractions   simples, 


on  a 


a' -{-h' a  h-ha'—\][b-ha'Y—^ab' 

b  -{-  a'  -\-  -xb'x  b' 


et  il  en  résulte 

a'—b 
2A=I  -f- 


2B  =  I  — 


a'—  b 


V/(6-f-a'}'— 4«è' 

A  et  B  devant  être  commcnsurables,  a'  et  b'  l'étant  par 
hypothèse,  on  voit  que  la  condition  cherchée  est  que  le 
radical  ^/(i-f-a')^ — 4^^'  soit  conimensurable. 


Problème  n°  20. 
1°  iMonlrer  que  V équation 

(l)  y[.v'-^j^)d.r  -h  .r{.rdy—yd.T)=0 

admet  un  facteur  homogène,  de  degré  —  3,  rendant  le 
premier  membre  une  différentielle  exacte; 

2°  Proui^er  quelle  admet  aussi  un  facteur  de  la  forme 

3°  Trouver  à  l'aide  de  ces  deux  facteurs  V intégrale 
générale  de  l'équation  (i). 

L'équation  que  doit  vérifier  tout  facteur  À  relatif  à  l'é- 
cjuation  (i)  est 

...  .  d\  d\  ^ 
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1  °  Je  suppose 


Y 

en  faisant  u  =  '-• 
Je  trouve 


portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  et  remplaçant  en 
même  temps  y  par  iix^  il  vient 

.r/(tt)(i  H-  3«5]-|-/'(„)  («X  -I-  «3,.J-_  Q. 

X  disparaît  comme  cela  devait  être,  et  il  reste 

/'(«)        i-f-3./' 

-T- — -  -\ =  o, 

d'où 

I  .r^ 


/N  = 


jNous  avons  donc 

1=  ' 

2°  Je  suppose 
je  trouve 

l'A  ,   .  ,,   . 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  il  vient 

d'où 

3<j'(c)  H-  2t'^'(c)  =  o, 


On  lire  do  là 


^'f.')         3 


<?('')  =  —' 


ce  qui  nous  donne  le  facteur 


3°  L'intégrale  générale  sera 


^- 


ou  bien 


^x^-h-J^ 


=  G. 


Problème  n°  21. 
0/î  considère  l'équation  linéaire 

0/î  /;o^e 

(2)  y=uv, 

et  l'on  demande  de  déterminer  la  fonction  m,  de  manière 
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(jue  l équation  en  P",  qui  sera  aussi  linéaire  et  du  second 
ordre,  manque  de  second  terme 

En  substituant   la  valeur   (2)   dans   l'équatîon  (i),   on 
trouve 


(3: 


H-t^ 


On  doit  avoir 


«/(x)  =  o, 


d'où 


dx 

U  =  <?//(')<^-^; 

l'équation  (3)  devient 

(4)  '~+.{f'[x)-fHx)^^[x)-\  =  o. 

Dans  certains  cas,  celte  nouvelle  équation  peut  être  plus 
facile  à  intégrer  que  la  proposée. 

APPLICATIONS. 


d'^y  dy 

(a)  «P'-r^  -}-  2«.r  -^  -+-  \n(fi  —  i)  —  /i^x^]  y  =.  o. 

dx^  dx  ^  ' 

On  a  ici 


h\ 


/'(.r)  -p[x)  -^  ?(.r)  =  -  -  -  +  ■       ^,       ■    -  f'^=-  h^. 


f[x)  = 

— 

—  5 

X 

'?{-)= 

n[n  —  1 

X» 

_ 

-/^- 

u  =Z 

e 

■'  :=  a 
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l'équation  eu  w  est  donc 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

et  celle  do  la  proposée  [a] 

où  A  et  B  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  trouverait  de  même  que  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

(l^  Y  cl  Y 

dx"  dx        ^     ^  '  ^-^ 

est 

7  =  .r--"  (  A  CCS  /  .r  4- B  sin /^). 

2°  L'équation  proposée  est 

^*^         ;^~^'''^^.  ■^(^■""^^"'^')^'  =  °-  • 

On  trouve 

l'équation  en  ^  est 

d'v  ,  . 

On  aura  à  distinguer  les  cas  o\xn  -\-  a  est  positif,  nul  ou 
négatif^  dans  le  premier  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (^)  est 

y  z=  <?"'j  Acos[^V^2(«  -f-  a)]-\-'Bsm[xs/i[/i  -i-  a)]  j; 
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dans  le  deuxième 

y  =  e"-''(A-{-  B.r); 

dans  le  troisième 

Problème  n»  22. 

Trouver  l'mtégrale  générale  de  V équation  linéaire 

<Py        ,  .dy 

——■  4-  (tang.r  —  2  cotxj  - — \-  1  cot-.r.r  z=  o, 

sachant  que  la  fonction  y^  =  sinjc  vérifie  cette  équation. 
Soit  généralement  l'équation  linéaire 

d.r^  dx 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  a:,  et  qu'on  sait  être  véri- 
fiée par  la  fonction  j'  =j)'i  't  l'intégrale  générale  est 

y  =  ky,  f'!fe-f^''^-hBy,. 
J  J'i 

Dans  le  cas  actuel, 

y,  =  sin.r,      P  =  tang.r  —  2  C(»tx, 

/r^inxdx             rcosxdr 
Pd.vz=—    I h  2   I    r— —  =  logCOS.rSin'.r, 
J     cos.r            J      sinx 


Donc 


ou 


^— /PrfjT—-  cos.r  sin-.r. 

y  =  Bsinx  -f-  A  sinx^'cos.rr^x 
y  =  A  sin'.r  -1-  B  sinx. 
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Problème  n°  23. 
Résoudre  la  nicme  question  pour  l' équation 
.d\r  dy 

qui  est  vérijiée  par  la  fonction 


J,  =  (.r  +  y/.r-- 

Ici 


P  =r  '- ,        /'P  d.r  =  log  J 1  +  -r' ,       C-  ■'■P  '^  '  = 

i-^-'-'       -^  "  V'i  +  ^'' 

Donc 

dx 


^  =  Bj,  H-  Ar 


■/? 


.r*(j!:  H-  y/i  -i-  j;''')'" 

A.r. 


2«(.r  +  \/i  —  a:')'"' 


3«(a:  -r-  y  I  +  a:*)" 


A 

OU,  en  faisant  —  - — ■  ^^  ( —  i  )" 

2// 


J 


=  B(.r  -^  v/l  +  .^0"+  C(.r  —  v'i  -f-  .r')"- 


Problème  n<»  24. 
iSoif  V équation  linéaire 

(2)  ^  =  ?(f); 
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il  y  aura  entre  y  et  t  une  équation  linéaire 

d"Y  d"~^  Y 

(3)  ^  -4-  F,(0  -— i-  +  .  .  .  -f-  F„(/)j  =  o. 

On  demande  de  déterminer  t  dejaçon  c/ue  l' équation  en 
Y  manque  de  second  terme. 
On  a 


nous 

ferons 

(4) 

d'où 

On 

trouve 

d.T 

=m% 

d'y 

d.v' 

=h4, 

I 

=  ^(0. 

d.r  = 

dt 

''Wf 

et  l'on  voit  aisément  qu'on  a,  en  général, 

Substituant  dans  l'équation   (i),    on  aura   l'équation   li- 
néaire (3),  et  l'on  trouvera 
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et  celle  expression  Joit  èlrc  nulle  ^  donc 

/.(■'■)+"^fW=o 
ou  bien 

on  en  tirera,  en  intégrant, 
et  ensuite 

SfMdx 

t=fd.rc     «C»-!)^^'^  ; 

telle  est  la  relation  cherchée  entre  x  et  t. 

APPLICATIONS. 

1  °    Faire  disparaître  le  second  lerme  de  l'équation 
^    ^  d^y  2..T      dy  y         ^ 


dx^     '     I  -\-.r-'  dx    '     (l  4-.r')2 

On  a  ici 

n  =  2,     /.  (.r)  =  -^^ ,      jj\  {x)dx  =  log(l  +  ^=), 


/"-  5      t  =  C arc  lang.r  +  C' , 


•^  =  tang— —  • 

Nous  prendrons  simplement  x  =  tangi,  et  nous  trouverons 
que  l'équation  proposée  devient 

d'y 
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on  a  donc,  en  désignant  par  A  et  B  les  constantes  arbi- 
traires, 

^  =  A  cost  -+•  B  s'int, 

et,  en  remettant  x  au  lieu  de  ?, 

A  -V-  B.r 

y/i  -f-  a;^ 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (a). 
a*'  Considérons  l'équation 

(h)  (  I  —  .rM  — X r-  ni' y  =  o  ; 

on  a 

n  =  i      et     /,(x)=+-— — . 

faisant  abstraction  des  constantes,  nous  trouverons 

r  dx 

t  =  I  —  î      t  =  arc  sin.r,     .r  =  siat. 

J  \/i  —  -^' 

L'équation  en  y  et  t  est  ici 

rf'r 

——  -t-  m'y  =  o  ; 

dt'  -^ 

elle  donne 

y  ^=1  k  cos mt  -+-  B  sinw/ 
ou  bien 

X  =:  A  cos(m  arc  sin.r}  -+-  B  sin(/«  arc  sin.r], 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (/>\ 

3" 
,    ,  d''r  e'* — c~'' dy  A.m^y 


On  aura 

>  ai 


Oi 


De 
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/'    fil* e~-* 
•?. dx  T=z  log  (e-'  +  c-"^  ). 

J   e"  H-  e-"        ?.  J   I 


d.é" 
o  ;  =  arc  tang<?",     t'-'  =:  tang  2  /, 


r  =  -Ioi;(tang2f). 


2 


On  trouve  aisément  que  l'équation  (c)  devient 

dt^  -^ 

(l'où. 

j-  z=  A  cosm?-i-  B  sinm?. 


Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (c)  est 

(m  \        ^    .     I  ^ 

y  ^=  A  ces  (  —  arc  tange"  j  -{-  B  sin  (  —  arc  tang 

If)  — , -h  ni' y  tang-.r  =  o. 


t  =  fdre^^  ^'"-^^"^-^  =    f^A'^f^  :^  _  log  cos-r  ; 


Cdie^^  sin.t  cosx  __    I    ^ 


On  trouve 

d 

/  « 

COSX  I      ^ 

COSJ^ 

l'équation  (/)  devient 

ou  a  donc 

j  =  A  cos mi  —  B  s'mmt, 


et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (f)  est 

j  :=:  A  cos  (m  log  cgsjt)  h-  b  sin  (m  log  cos.r}. 
T.  —  Bec.  «2 
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Problème  n°  25. 
Proiwfr  que  l'expression 

dz"-' 

l'érifie  une  équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre,  et  trouver  la  valeur  de  9  en  faisant  dans  l'équation 
différentielle  z  =  cos.r. 

Posons 
et  nous  en  déduirons 


dy 

-.)={.-^'r^ 

dv 

[in  —  i]j'z  =  G. 

Je  différentie  7i  fois  cette  équation 5  en  appliquant  la  loi- 
mule  de  Leibnitz,  et  remarquant  que 

d"+\r  __  d^-a 

dz"->-'  ~  771^' 

d"r         r/9 
dz"    ~  dz' 

dz"-' 
j'obtiens 


r/=0  dO  ,  ,  ,     dO 

-    ■  —  inz  — 
dz-  dz 


(1  —  Z^)  -:  :■  — inz- // '//  — IiS+(2/î — ï):;^ — --i-  //(2«- -1^  Oz=:  û. 


ou  bien,  en  réduisant, 


,  r/»  0  di) 

(l  —  3'    -—  —  -  —  +  n'^^  =  o. 
^  '  ciz-  dz 
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Je  (^liaiigo  Je  variablt;  indôpciidaiiU',  vu  posant  z  =  cosx, 

d'où 

__  flz 

ce  qui  me  donne 

r/0  _  I  d9 

<-/'9  _       —z        c/ô     ^  I        d'Cj 

clz^        ,  ,4  àx       \  —  z'  a.»:- 

[x-z^y 

l'équation  (i)  devient 

_ i-  rû^  =  0. 

{I.t} 

Soient  A  et  B  deux  consLanles  ^  l'intégrale  générale  de 
l'équation  précédente  est 

(2)  0  =;A  siri/?.r -+- B  cos/z.r. 

Or,  si  l'on  revient  à  l'expression  proposée,  en  l'écrivant 
comme  il  suit  : 

0  riz. . •> 

dz"-' 

et  qu'on  emploie  la  formule  de  Lcibnitz,  oji  trouvera 


G  =  (- !>-' 1 .3.5...(2// -  i)--^-'— V  1  - -'  +  (i--)V(3), 

f{z)  désignant  une  certaine  fonction  de  z  qui  reste  finie 
pour  2  =  15  de  là  nous  tirons 

G  =  o     et  -  =  (~~  i)"~'  '  -3  .5.  ■  .(27/  —  1), 

pour  z  --.i.  Or,  pour  z  =^1^  x  =■  o^ 

&         _     0 

^iTZ—  7Î        sin.r 
V  ^ 


100  DEtJXIEME    PAUïIE. 

Revenant  à  l'expression   (2)   de  0,   et  faisant  x  ::::^  o,    on 

trouve 

0r=B;     donc     B  =  o, 

,.        e  ,•     Asin«.r 

lim  -. —  =  Iim  —  . =  nA, 

sin.r  sin.r 

pour  X  =  o-^  donc 

/?A=z,;— i)''-'i.3.5.  ..(«  — i), 

et  nous  avons  enfin 

rf"-'(l  —  Z-)       2          ,                .or          /                     sin/î.r 
0=   ■ =(—  II"-'  1.3.5.  .  .2«  —  I     : 

où 

X  :=  C0S3. 


Problème  n°  26. 


On  demande  de  foiiner  une  équalion  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre  que  vérijie  la  fonction 


(I)         -^'^-'X./^'^ 


iY-'e"dz. 


Supposons  /z  ^  I ,   nous    pouvons    dilïerentier    sous    le 
signe  y,  et  nous  trouvons 

•-^'  fi{z'—\" 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

Je'*  cl[z^—i  )"  =e"[z-—i }"  —  ■rfe'*  {z' —  i)"  dz  ; 

la  partie  intégrée  s'annule  pour  -  =  —  i  et  pour  r  =r  -f-  1 , 

et  il  vient 

dy 
2 
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dlflerenliant  deux  fois  l'expression  (i)  par  rapport  à  .r,  on 
obtient 

^^r..jf^^       (--.,)"- .^.«^Z=.j      ^       (3»-.)"- 


OU  bien 


d-Y        C"'"''^  T"*"' 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  valeurs  (i)  et  (2) 


de  r  et  — -• 
a.)- 


cl  ''-y  2  n  dy 

d.r}  X     d.r. 


L'équation  dillérentiellc  demandée  est  donc 

(3)  .T.  -—  ~^ln- .ry  =  o. 

d.r-  d.r 

Changeons  dans  l'expression  (i)  de  t  ,  et  dans  l'équa- 
tion (3)  X  c\\x\j —  15  l'équation  dilïérentielle,  après  la  sup- 
pression du  fjicteur  comiuiin  \J —  i,  deviendra 

(4)  -^  -7^  ^-"ir  +  ■«' J  —  o  ; 

d.v-  dx 

l'expression  nouvelle  de  1   sera 

(  c-  —  I  )"- '  eus  rz  dz  -h  \  —  I    /  (z^ —  I  )"~ '  sin  .tz  dz . 

On  voit  que 

Jiz:=    j  (  I  —  Z-  "-^  COS.XZ  dz 

et 

J2  —   1  (  1  —  3'^  i"- '  sm  x.z  dz 
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sont  les  deux  intégrales  partieulières  de  l'équation  (4);  on 
peut  du  reste  écrire,  en  faisant  z  =  coso, 

J'^=:    I       sin"'~' ©  ces  (.r  COSO )</(}), 
t/o 

j2=  1      sin"'~  '  o  sin  f  r  ces  y  )  ch . 
«/ o 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposi- 
tion suivante,  due  à  Euler  : 
L'intégrale 


Ju^-^  (i  —  «) 
o 


J  o 

vérifie  l'équation  ditîërentielle  linéaire 

■^('  —  •'■J  T^  +  tv  —  =«  +  ?  +  »;-'-j  -7 —  ^?J-  =  o. 

La  fonction  j  représente,  à  un  facteur  constant  près,  la 

série 

aS  a'a  +  i)RfS  +  i)     , 

I  H '—  -r  H-        V— \-^  .r=  H-  .  .  , , 

1.7  1.2.7(7  +  1) 

appelée  série  lij'pei'géoinétrique ,   étudiée  très-complète- 
ment par  Gauss,  Jacobi,  etc. 


Problème  n»  27. 
Intégrer  l' équation 

,   ^    d"  Y         n     (l"~^  y        un — i)       d"~-y  ,         . 

^   '     d.f"         1      d.r"-*  I  .  2  r/.r"-'  ^        '  "^ 

Cherchons  d'abord  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  5  nous  faisons  )  :=  fi'"' 5  l'i-qualion  caracté- 
ristique en  /•  est 

r" ar"    '  +  ...  =  o     ou  bion       /  —  n  "  =  o  ; 

i 
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SCS  «  racines  sont  égales  à  «;  on  a  donc,  pour  l'Intégrale 
générale  di;  ré(|uation  sans  second  membre, 

j  — e'"(A„H- A,.r-{-A,.r2-f-.  .  .-1- A„_,.^•"-'), 

et  il  sulîil  d'y  ajouter  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion avec  second  membre.  Il  est  naturel  de  clierclier  une 
intégrale  particulière  de  la  forme 

mais  on  tondre  sur  une  impossibilité 

lie"-' (a  —  aY^=  i'-'\ 

jXous  supposerons,  en  suivant  la  méthode  de  d'Alembert, 
que  le  second  membre  de  l'équation  (i)  soit  d'abord  e*-^,  et 
nous  chercherons  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

nous  trouverons 

K<  '''  I  /--'' t'y-'  n   «-  . 


d'où 

donc,  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec 
second  membre  est 

[l]         J~  ('"■'^{Ao  4-  A,.r  +  .  .  .  +  A„-.,.^T"-')  -J,- ; 

il  n'y  a  plus  qu'à  faire  tendre  b  vers  a  ;  faisons  b  -=r  a  -^  t^ 
nous  aurons 

et,  en  développant  e'-*"  en  série  convergente,  on  aura 

e**  or  r  ^  ^     '^  '       •'■' 

(/;  —  a)"  ~        [  c"     ~  £"-'  7     ■     £"--    I  .  :>. 

I               .?•"-'                             X"         1 
H -, H +  '5  '  ■^- j, 

ï     I  .  2.  .  .(«  I  j  I  .  2  .  .  .  A!  J 
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6{x')  s'aniiulant  quel  que  soit  .r,  pour  e  =  o. 
L'expression  (2)  devient  ainsi 

•  -'-"{(A.+;,.)-^(AH-^i)..-... 

L  £.  i  .2  .  .  .    n  —  ijj  I  2...n 


-f-e(.7-). 


ou  bien,  en  introduisant  de  nouvelles  constantes  et  faisant 
tendre  e  vers  y.éro, 


.r"  \ 

0.3, 


J 


telle  est  la  solution  cherchée. 

Problème  n»  28. 
Trouver  l'intégrale  générale  de  l'éf/uation  linéaire 

^  -^  "  dx  dx^  dx" 

dans  Lujiielle  A,  B,.  .    ,  L  sont  des  coe^cients  constants, 
etF{x)  un  polynôme  entier. 

Tout  se  réduit,  on  le  sait,  à  trouver  une  intégrale  parti- 
culière, que  l'on  ajoutcia  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre-,  c'est  la  recherche  de  cette  inté- 
grale particulière  que  nous  avons  en  vue.  Je  dis  que  cette 
intégrale  est  la  suivante  : 

(2)                   jr  ~  a  F  ;.r)  -f-  bY\.v)  -h  t-F" '.r)  -h  .  .  . , 
rt,  />,  (•,...  étant  les  coefficients  de  c»,  r',  ::',...  du  déve- 
loppement de  l'expression ,   /^.s  ,         '  snivaui  les 

puissances  entières  et  positives  de  z.  En  eilet,  nous  avons, 
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pour  définir  les  coefliciciils  a..  Z»,  r. .  .  . ,  l'rqiialiou 

'^)         A-:^B=-i'(:=.-H...=-"  +  ''=-^''^'-^--- 

d'où  l'on  tire,  on  cliassaiil  le  dciiomiiialeur  et  identilianl 
le  premier  membre  au  second, 

/    I  —  A«, 
,  ,^  I   o  r-  A/>  -f-  B«, 

'    o  =  Ar  -!-  BZ»  +  Ca, 


d'autre  part,  l'expression  (2)  doit  vérifier  l'équation  (1); 
or  le  résultat  de  la  substitution  de  cette  expression  dans 
l'équation  (i)  est 

(Aa— i)F(x)-+-(A/>^-Brt;F'>)-l-(Ac-hBZ'-!-Ga;F"(.r)+..., 

et,  en  vertu  des  équations  (4),  cette  expression  est  nulle 
identiquement. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (i),  on  ait  A=  o;  dans 

ce  cas,  l'expression ne  i)eut  i^lus  être  déve- 

loppée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z  s;'u- 
lenient^  mais  on  peut  toujours  la  développer  comme  il 
suit  : 

'^'     B7TcW:r  =  *="+^+''=^^^"-'--- 

et  je  dis  que  l'intégrale  particulière  de  l'équation 

(6)  B^-i-C^-f....  +  L?'^-^F(..) 
^    '  dx  cbc-  d.i"  ^    ' 

sera 

(7)  r  =  bfF{.r)  dx  +  c¥{.t)  ~  dF'{.T)  ^fr'ix)  +  .  .  . . 
On   a,   en   etlet,   eu   chassant  le  dénominateur  de  l'équa^ 


l86  DEUXIÈME    PARTIE. 

tion  (y)  et  ideiiLiflant, 

,Q\  )  o  =  Bc  --  C^, 


et,  en  substituant  l'expression  (y)  dans  l'équation  (6).  le 
résultat  est 

{Bh  —  i)F{.r)-h{Bc-hCh)Y'{.r)  +  (Bd-hCc-{-Db)Y"{.T)-h..., 

expression  nulle  identiquement,  en  vertu  des  relations  (8)^ 
on  verrait  de  même  que,  pour  l'équation 

il  faudrait  prendre 

j  =  cff  F  ( .r )  d.x'  -f-  J/F  (  .r  )  d.T  +/F  (.r )  +  ^F'  (.r)  -i- 

les  coefficients  c,  c/, .  .  .  étant  définis  par  la  relation 

^^  CZ--  -i-  dz-'  -1-  /  -1-  rs  -.-  .  ... 


Problème  n*»  29. 
Trouver  l'intégrale  générale  de  V équation 


d)  n' n  —  i)  ,        d-  y 

d.r  I  .  '2  ^.r- 

oùF(x)  est  un  polynôme  entier  en  .v  et  k  une  constante 

D'après  l'exercice  précédent,  on  aura  une  intégrale  pai- 
ticulièrede  léquation  (i),  en  prenant 

y  =  u\\a:)  4-  bT [.r]  +  r?" [.r]  -i-  .  .  .  . 
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les  coelIiciouLs  <-/,  h^  c, .  .  .    ctanl  les  coellicieiits  de  c",  c', 
z%.  .  .  du  développement  de  l'expression 


n  ,     ,  n(n  —  i),        ,  (X- —  s  i" 


I  1.2 


suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z^  or  la  for- 
mule du  binôme  donne 


I        Ji 


[k  —  zf        />"        I    /"+•  1.2        /."-^^ 

On  aura  donc,  pour  l'intégrale  particulière  clierchée, 

F(.r)         n  F'M         ^^^^^  +  0^..     .    ,  . 

du  reste  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sans  second 
membre  est 

y  =  e'-(Co  +  C,.r  4-  C.x'  +  .  .  .  4-  C„_,.7-"-'). 
Nous  aurons  donc,  pour  l'intégrale  générale  demandée, 

j  =  e'-^   C,  -f-  C,.2:  -f-  C,.r^  +...-;-  C„_,  .r"-'  ) 

F(.r)        «  ?'/■./•)         n{n  -h  i)  F"(.r)  _^ 

Problème  n^  30- 
Troui'er  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dans  laquelle  a,  j3, .  .  . ,  À,  À'  désignent  des  constantes,  et 
F  (or)  zf«  polj  ïiome  entier  en  x. 

Nous  allons  ramener  ce  cas  au  précédent,  en  faisant 
(2)  j  =  ze'". 
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ce  qui  nous  donnera 

,„,  „  r/r  cl"  Y        ,  (  ^flz  d''z\ 

^     ^  '^  r/.r  r/.r"  \  d.r  (Le"! 

et  l'équation  (i)  deviendra 

(4)  As-f-B^ +.  .  .  +  l''--^=F  .r). 

^^'  (Ix  cir"  ' 

Nous  rentrons  donc  dans  le  type  déjà  étudié 5  il  reste  ;i 
trouver  les  valeurs  des  coefficients  A,  13, .  .  . ,  L,  en  fonction 
de  a,  (3, .  .  . .  X. 

Pour  y  arriver,  dans  l'équation  (3),  je  fais  z  =  e^' ^  d'où 
1  =  (^'-^+'''^,  et  l'équation  (3)  devient 

a+  p(/-  +  /!}  •-l-7(/-  +  /i)'-f-.  .  .-{-  >.(/  -h//;" 
=  A  +  B/i-+-C//2  +  .  .  .4-  L/i". 

Soit  donc  posé 

a  -f-  13  /■  H-  7  /-  +  ...  +  a/"=  «.(/•)« 

el  nous  aurons 

A.-::<p/),        Brz=?^-Ll-S        C  =.  ^    ^     ''.•■•  r 
^  I  1.2 

et  l'équation  (4)  deviendra 


(5)        ,(/• 


I       <//•  I  . ?.    <7.f' 


en  multipliant  une  intégrale  particulière  z  de  cette  équa- 
tion par  e^^,  nous  aiu'ons  mu-  intégrale  parlieulirn-  de  l'é- 
quation (1). 
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Problème  n»  31. 
Trouver  toutes  les  jonctions  f  jouissant  de  Ut  propriété 

(/uelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  y. 

L'équation  (i)  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  jr,  je 
peux  prendre  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  j:-,  je  trouve 

•^^^'^^-  [i-/(-)/(jjr 

J'ai  de  même,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  > , 

et,  en  comparant  les  deux  valeurs  def'[x  ~-j),  il  vient 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  X  qui  peut  être  quelconque  5  le  second,  une  fonction  de^ 
qui  peut  aussi  être  quelconque.  Pour  que  l'égalité  puisse 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  j  ,  indépendantes 
les  unes  des  autres,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
égaux  à  une  constante  a.  On  a  donc 


I  -\-f'{^) 


et,  en  remontant  aux  fonctions  primitives  et  désignant  par  b 
une  nouvelle  constante, 

arc  Uing/(.r)  =  ax  -+-  b, 
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d'où 

/(j-)=:tang(ax-f-  b). 

L'expression  (i),  quand  on  y  fait  r  =  o,   donne 


on  a  donc 
et,  par  suite, 


f[oj  =  o, 

/>-~o; 
ainsi 

Problème  n«>  32. 
Trouver  la  fonction  o,  telle  que  l'on  ait 

(ï)  <?(-^  +  J')  ?(^  —  r)  =  ?'(-^;  —  f{y)y 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Dans  l'équation  (i),  je  prends  les  dciivées  par  rapport 
à  a",  ce  qui  me  donne 

(2)      <p'(.r  +  j)ç)(.r— ;)-)  +  ç,(.^•  ^y)^'[x  —  r)  =  2«p(a:)ç'(x). 

Je  prends  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'équation  (2) 
par  rapport  à  j  ,  et  je  trouve 

<p(.r-i-j)ç)"(jc—  r)  4-  o'{x  -^x)^'{.r—  y)    1 

}  =:!  O, 

—  (j)"(  X  ->ry)'s{x  —  y  )  —  (jp'(  .r  -f-  .)■)  4''(  X  —  y)  ) 

ou  bien 

«p"(.r+j)         ^":x—y) 


(3 


?(-^+^)        ?(-^-  — j) 


Ainsi  la   lonclion  — — j-  ne  doit  pas  changer  quand  on 
remplace  u  par  x  -\-j  ou'o.' — j  ,  Comme  x  -+-  y  et  x  — y 
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peuvi'iil  vive  (jiicKoiHjiu's,  et  indépendants  l'un  de  l'auliv. 
il  eu  résulte 

t"(«) 


?(") 


const. 


Supposons  d'abord  la  constante  positive,  et  prenons 

l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est,  avec  les 
deux  constantes  arbitraires  A  et  B, 

(  4  )  ç  (  M  )  —  A  C""  -h  Bc  - 

Nous  devons  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  (i), 
car  les  équations  (2)  et  (3)  sont  plus  générales  que  l'équa- 
tion (  I  )  ;  nous  aurons  donc 

=  (A  t"'"  +  B  t'-""  )=  —  (  A  c'-r  -\-  B e-'"r )  =  ; 

cette  équation  se  réduit  à 

( A  +  B  )  (  A e^"'/  +  B  e-'-'J")  =  o . 

On  doit  donc  avoir 

A  -t-  B  =  o, 

et  l'expression  (4)  deviendra 

^[u)  =  A{^""-e~'""j. 

Supposons  maintenant 

ni'  (  «  )  -1-  m-  o  (  «  )  =  o  ; 
l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
ç(«)  =A'cos«2M  H-B'sinmM. 

Substituons  dans  l'équation  (i),  et  nous  trouverons,  après 
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quelques  réductions, 


A'    A'  cos     •-  -r-  IV  sm  ----  J  -^  o. 


Celte  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  )  ,  comme 
ou  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  A' ;=  o  et  B' =  o,  il 
en  l'ésultera 

A'r=o 

et,  par  suite, 

y  («)  =  B' s'm/nii. 

Ainsi  les  deux  seules  fonctions  jouissant  de  la  propriété 
demandée  s'obtiennent  eu  multipliant  par  une  constante 


-y«x  . 


arbitraire   ou   sinma:,   m    étant    d  ailleurs    un 


nombre  quelconque. 


Problème  n"  33. 


Trouver  tes  jonctions  les  plus  générales  f  et  <p,  telles 
que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  >',  l'expression 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  • 

et  trouver  les  Jonctions  F  et  0. 
En  dillérentiant,  on  obtient 

—  =  2Jr[/(x  -hjr]  4-  ?  (-r  —Xj] 

-l-(-^'-J^) [/'(•'-  -r-r)  -+-  ^'{x  -j-j]  -=  F'.;.r), 
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cL  l'on  doit  avoir 


o: 


il  vient  ainsi 

(.r  -v-x)  {.r  -J) [/"(.-  ^  J)  -  ?"(.-  -r:] 

-h  2(.r  —  j)/'(.r  4- j)  —  2(.r  4- j)  y'(ar  -  j)  =:  o, 

OU  bien 


X  -^  y  .T  —  j 

ou  encore 

f"[.r+y)  +  -^ /'(.,. +^)  =^"(.._^-)  +  ^  ?'(x-r). 

Ces  deux  expressions  devant  être  égales,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  x  -^j  et  x  — y^  qui  sont  d'ailleurs  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre,  cliacune  d'elles  est  une  constante. 
et  l'on  a 

?"G'- -y)  +  -^  ?'(-^- j)  =  c. 

a.        j 

* 

Considérons  la  première  de  ces  équations,  et  faisons, 
pour  plus  de  clarté, 

a-^y=t,     f'{.r-i-y)=f'{t)  =  u, 

nous  aurons 

--  H-  -  «  — C  =0, 
dt        t 


équation  linéaire.  En  intégrant,  on  trouve 


Il  z=  \[Ç!  -\-CSf-dt] 


T.  -  Rec. 
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OU 

intégrant  de  nouveau, 

ou,  en    désignant    par  «,  b^  c,  a\  h'  de  nouvelles   con- 
stantes arbitraires,  on  aura 

/(.r  -t- j)  = \-  h  +  c[x  -^x)\ 

X  -\-  y  ^  ' 

ç(x-j)=-^  ^h'  +  c[.T.-y)\ 


VERIFICATIOIV. 

Adoptant  les  valeurs  précédentes  pour  les  fonctiousy^et  (p, 
on  trouve 

\  =ia[x—y) -\- a'{x-]- y) 

-H  h[x^  —  y-)  4-  b\x'^  —  y-)  +  2c(j:'  — j'    (j:'-t-  7»), 

ou 

V=        {a-^  a')x+{b +  b')x^-^  nc.r*  * 

—  [{a  —  a')y  +  (i  +  b')y^  +  20*]; 
on  a  donc 

F(x)  r=2r.r<-4-  [b  ^  b').T^-\-  [a -^  rt').r, 

Cette  question  se  présente  tout  nalurclK'ineut  à  propos 
de  la  solution,  donnée  par  Jacobi,  du  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  par  deux  cenlrcs  fixes  suivant  la  loi  de 
Newton. 
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Problème  n°  34. 

On  demande  de  trouver  L' intégrale  générale  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

(  ^[4«'J-3«--3«/(3)+/'(z)J 

(  "^  7/j  ^"^'  ~  "^  -■>^"(^)J  +  1  =  0. 

On  est  conduit  à  intégrer  le  système  suivant  d'équations 
dillérentiellos  simultanées  : 

/  dr 

l  —  +  4«=J  —  3//J7  —  2>nf{z)  -h/'{z)  ~  G, 

^^y  ri    \ 

-^ny  —  .r—f{z)  =  o. 

dz 

On  voit  immédiatement  que  ces  équations,  qui,  du  reste, 
sont  linéaires  et  à  coefficients  constants,  se  simplifient 
beaucoup,  si  l'on  pose 


elles  deviennent  effectivement 
[  ^X 

(3) 


,     -\- Lny  —  3«X  =  o, 
dz 


dy 

— -    -+-  727  —  X  =  o. 
dz 

On  voit  que  ces  équations  sont  de  même  forme  que  les 
équations  (2),  mais  elles  n'ont  pas  de  seconds  membres. 
Pour  les  intégrer,  nous  allons  éliminer  X^  de  la  dernière, 
nous  tirons 

(4)  '  X:=«J+^. 

Reportant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (3),  il 

i3. 
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vient,  après  réduction, 

d^r  dy 

(5)  ___^,_+..^:=.0; 

l'équation  caractéristique  qui  correspond  à  cette  équation 
linéaire  et  à  coefficients  constants  est 

elle  a  ses  deux  racines  égales  à  n-^  donc  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (3)  est,  en  désignant  les  constantes  par  C  et  C, 

(6)  j=.^«(G3  4-C'). 

Reportant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  et  remplaçant  X 
par  sa  valeur  en  x  et  ^,  il  vient 

(7)  .T+f[z)=e"--\in[Cz  -f-  C')H-  C]; 

les  équations  (6)  et  (7)  constituent  le  système  intégral  des 
équations  différentielles  (S);  résolvons  par  rapport  à  C 
et  C,  et  nous  aurons 

C  —  e-'"  [.r  —  2/zj  H-/(z)], 

C  =  e-"'  [  j  _  ^3  +  2  njz  —  zf{  z)]. 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  proposée  est,  en  désignant  par  4>  une  fonction 
arbitraire, 

e-"--{y  -  XZ  +  7.nfz  —  zf{z)]  =  <I>  je-"'[.r  —  inv  -^  f{z)\  j. 

Problème  n°  35. 
Intégrer  V équation  aux  dérivées  partielles 

dz        /  , V  dz 

-,77,  +  (..-^/R■-=■);^=o. 

Il  faut  considérer  le  système  suivant  d'équations  simul- 


EXEIICICES    Srni    LE    CALCUL    IINTKfiRAL.  1 97 

tant'cs 


(Ix                     (Iv                     riz 

■^        j— v/R'— 3'        ^ 

011  ou  lire 

::  =  C„ 

œdj  —jd.r  +  s/R"—  C\  dx  =  O, 


dx 


d-  -H^'R^—  Cl   —  :r^O. 
.T.  X^ 

Intégrons  et  désignons  la  constante  par  C2,  et  nous  au- 
rons 

—  \ji , 

X 

résolvons  par  rapport  à  Cj  et  C2  ",  posons 

C,  =  <ï>(C.), 

et  nous  aurons  pour  l'intégrale  clicrcliée 


Il  est  facile  de  trouver  une  génération  simple  de  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  précédente  \  les  équations 


z  =  C„     j  =  C,x-\-s/iV—C\ 

sont  celles  d'une  droite  parallèle  au  plan  des  xj^  et  qu 
passe  par  le  point  ayant  pour  coordonnées 


.r  =  o,      r  =  y/R^ — C|  ,      z=:Ci. 

Ce  point  est  toujours  situé  sur  la  circonférence  de  rayon  R, 
tracée  dans  le  plan  des  7^^  avec  l'origine  pour  centre  5  donc 
les  surfaces  cliercliées  sont  toutes  celles  engendrées  par 
une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  au  plan  des  xy^ 
en  s'appuyant  toujours  sur  la  circonférence  définie  précé- 
demment. 
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Problème  n°  36. 
Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
dz  flz 


,     -h  7  -- =  v-^'H- >'*  cota. 
d.v  dy  '' 


Je  considère  le  système 

d.T        dy  dz 


—        tangx; 


j'en  tire  d'abord 


T                         dz 
C,  =  — î      rf.r  =    ■ tarifa, 


=.langa  =  Ci; 


v/i+c; 

Remettons  dans  cette  dernière  équation  —  au  lieu  de  C,. 
et  posons 

nous  trouverons 

^x^  -T-  y-  =  z  tang  a  -t-  *  (  "^    j  : 

telle   est    l'intégrale   cherchée.    Donnons    une   génération 
simple  de  la  surface  -,  les  équations 

C,  =  —  >      .r tanga  =  C, 

sont  celles  d'une  droite  qui  rencontre  constaiumcnt  l'axe 
des  z-^  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  lait  avec  O:;  est 


\/i-t-  C?cota 

—  =  cosa. 


V/l  +  CÎ  +  (l-!-C;jcot^a 
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Donc  les  surfaces  rtprcsontccs  par  l'cqualion  proposée 
sonl  toutes  celles  (îiigendrées  par  une  droite  qui  rencontre 
constamment  l'axe  des  c,  eu  faisant  avec  cet  axe  un  angle 
constant. 

Problème  n°  37. 

Trouver  toutes  les  fonctions  V   de  x"- -\- j^ -\- z^ ^  telles 
que  l'on  ait 

r/'V  r/  =  V  d'Y  _ 


Posons 


r  =  vx*-H  1^-t- 2-,      d  ou      -—  =  -1 
'  "  dx        t 


et  nous  aurons 

dS  _  r/V  .T 
dx.  dr  r 

d'Y  _  d'Y  x'    ,    dY  fi        x' 
dx'  dr'   r-     '     dr  \r         /•' 

On  en  déduit,  en  supposant  écrites  les  expressions  de 

d?Y        d'Y 

-—  et  ----» 
d}'  dz' 

d-'Y        d'Y    ^    d'Y  _  d'Y        9.  dY 
dx'  d)'  dz'  dr'  r    dr 


nous  aurons  donc 

d'Y        2  dY 

■ 1 ==  o 

dr  '         r    dr 

ou  bien 

d'Y 

dr'          1 

dY  -^.=°' 

dT 
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et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  log  A, 

lf»g-^  H-  2  log /-zi^  log  A, 
rfV  _  A 

intégrant  de  nouveau,   et   appelant  ]^  une  nouvelle  con- 
stante, nous  aurons 


vZ-^'+j'-î-  ^' 


Problème  n»  38. 

Trouver  touLes  les  Jonctions  \  de  x'-^j'-'-+-  z'^  telles 

que  Von  ait 

d^Y       d^y       ^'V 

1 1 —  m=V. 

dx^  cij-  <iz^ 

Conservant  les  notations  du  problème  précédent,  nous 
aurons 

r/'V        d^\        d'Y  __  d-Y        ■?.  r/V  _ 
dx'^  dy  dz^  dr'-         r    dr 


ou  bien 


d-Y  dY 

r  — — -  -t-  ?.  --  —  wW  =:  o. 
dr-  dr 


C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à  coeflicients 
variables.  On  l'intègre  aisément,  en  remarquant  que 


d'Y  dY       f/'V- 


H-  2 


dr""     '    "  dr  dr-    ' 

on  a  ainsi 

d'Yr 

— ; m'  V  /•  =  o, 

dr  ' 
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et  telle  fois,  en  reyardanl  \ /•  connue  la  roncllou ,  nous 
avons  une  équation  linéaire  à  coefïicients  constants  ;  nous 
en  déduisons,  en  appelant  les  deux  conslanles  arbitraires 

A  et  B, 

V/— Ae""■-f-Bt'-"'^ 

Remettons  pour  /•  sa  valeur  \Ja:--+-j-  -h  ^%  et  nous  aurons 
pour  l'expression  la  plus  générale  do  la  ibnction  cherchée 

V=z:  (Ac^v'*^^-^  -+-  Be-"''J^ -*-■>■■*■''-}  . 

y/j^'  -H  J"'  H-  z' 


Problème  n°  39. 


Soit  l'c(/uatio7i 


d-z  d-'z  d'-z 

(i  A  --    H-  ?.B  — — -  -t-  C  -—  =  o, 

^   '  dv'  dxdy  dj- 

OU  A,  H,  C  désignent  des  constantes  ;  aux  variables  x  et  j 
on  substitue  deux  autres  'variables  x'  et  y\  liées  aux  pre- 
niières  par  les  équations 

(2)  x'  rr-.  a.T  -\-  b  )\     .v'=i  a' .r  -;-  b'j\ 

alors  l'équation  (i)  prend  la  forme 

On  demande  de  choisir  les  constantes  «,  />,  a',  b' ^  de 
façon  que  A'=  o,  C'=  05  conclure  de  là  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation  (i). 

Des  expressions  (2)  je  tire 

dx'  =  a  dx  +  b  dj,      dj  z=.  a  dx  +  b' d)\, 
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par  suite 

dz                 dz              ,    dz 
dx             dx               dy 

dz         ,    ftz  ,,  dz 

—  =0  — -  -h  b'  — -; 
dy  d.r.  dy 


d'z  (     d^z  ,     d^z    \  ,  / 

=  a\  a  — - — r-  a   — ; \  -^  a   \c 

dx}  \    dx'^  dx' dy' j  \ 


d-z  d^z  \ 

a   -r-r.  ^ 


dx' dy'  dy'\i 


d^z  (     d'z  d^z    \  f        cPz.  d^z 


dy'            \     dx''             dx' dy' j  \    dx' df     '        dy'- 

OU  bien 

dH            d-'z               ,     d'-z  „  d-'z 

— —  =  a?  ——r    -\-  2  -'^^       .,,■■■  -i-  a  ^  -r-r  1 

d.r'             dx'^                    dx' dy  dy'' 

d'z             ,  d'z        ,     ,,        ,    ,,  d'-z              ,,,  d'z 

ah  ---r  +  (  ah'-^r  f-a'^  .   .    .   .  —  a' ù' 


dr  dy  dx!'        '  '  dx'  dy'  dy'' 

d'z         ,     d'z  ,,,      d'z  ,„  d'z 

■ — ■  =  b^  ' h  2bb'  ■ 1-  è'5  — -. 

dy'  dx"  dx' dy'  dy'- 

En  multijiliant  ces  équations  respectivement  par  A,  28 
et  C,  on  forme  l'équation  (3),  et  l'on  obtient  ainsi  la  va- 
leur de  A'  et  C  que  nous  égalons  à  zéro,  ce  qui  nous  donne 

A«'-!-  -xJSab-^-  Cb'=  o, 
Aa"-{-^Ba'b'-h  Cb''=o; 

d'où  l'on  tire,  en  prenant  a  =  a'  =  i^ 

b  =~  {—B-^  V^B^  — AC), 


(4) 


^'-^(-B-^li'-ACJ; 
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l'équation  (3)  se  réduit  donc  à 

./'.  ''il? 

on  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  \^'{j')  une  fonc- 
tion arbitraire, 

intégrons  do  nouveau  et  désignons  par  ^{x')  une  nouvelle 
fonction  arbitraire,  et  nous  aurons 

en  remettant  pour  x'  et  j'  leurs  valeurs  (2),  et  rempla- 
çant b  et  ^' par  les  expressions  (4),  nous  aurons  pour  la 
solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i) 

/         B  —  \IW  —  AC    \       ^f         B  +  sjW  —  AC    \ 
OÙ  F  et  <î*  désignent  deux  fonctions  arbitraires. 

Problème  n°  40. 

Transformer  V équation 

d-z  rPz  cPz  dz  dz 

^>       ^  d.x^  ^  dxdj  dj^  dx       '    dy 

en  faisant 

x=ocosw,     j-  =  psinw. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
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On  a 

da  (lu 

--  =  cosw,  ~~  =  sinw, 

a.r.  cly 

d(y>  siilw         d'A               COSw 

dx~  2     ''      dy~           p 

dz  dz                 sinw  dz 

-r-  =  -—  cosw —  ) 

dx  dp                     p      dot 

dz  dz    .              cosw  dz 

—  =  —  sin  w  H y  ^ 

rtj"  «p                           p        Jw 


d'où 


on  trouve  ensuite 


dz  dz  _    r/3 

d.v  <ly        '   <7û  ' 


d'z  d^z  .  d-z  .         d'z 

p^  -r-7  =  p'  cos- w  — p  sin  2  w  — 1-  sm*  w  

^    dx'        ^  dp"        ^  dpdoi  dfà' 

dz  .         dz 

H-  sin2w \-  0  sm^w  — » 

rt  w  <-/p 

d^z  ^   .  d'z  d'z  .  d'z 

p^  - — —  =  p-sinw  cosw 1-  0  cos?.w ■  —  suiw  cosw 

'    dxdj  dp'         '  dpdo>  rfw' 

dz  .  dz 

—  cos  2  w  — p  sin  w  cos  w  —  ? 

«w  c/o 

I 

,  d'z  d'-z  .  d''z  d'z 

P"  -; —  =  p^  Sia-w h  0  S1I12W ~  cos'w 

'^    dy'         ^  dp'         '  f/p^/w  r/w- 

—  sinsw  -—  H-  0  cos-w  —  • 

«w         '  (/p 

On  en  conclut 

,r/-3  d'Z  d-Z  d'z  dz 

y iry —  -\~  x''  = }-  0  -  -  : 

dx^  "    dx  dy  dy^        da-        '  c/o 

l'équation  proposée  devient  donc 

ddi- 
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Ou  coniiaîirJntégralc  générale  de  celte  équation  linéaire^ 
les  constantes  arbitraires  seront  des  fonctions  arbitraires 
de  p,  et  l'on  aura  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i) 

z  =1^  4'  (p)  cosw  ■+-  M'  ' p)  sinw 
OU  bien,  en  remettant  x  etj  , 

Problème  n»  41. 
Oae  déifient  V èauation  aux  dcrivces  partielles 

(ï)  1"^  4-2.rj^^  -f  2(j-— :>-')-^  +  j:'j=z=0, 

^  </.»r  da:  d) 

quand  oji  remplace  les  vaj'iahles  indépendantes  x  et  y  par 

I  /       ï  -1 

X  =  xj  et  y  =  -V 


On  a 

dz             dz         dz             dz 
di~-^  d.r'^      dy  ^'"^  dx' 

I     dz 

d'z            d^z 
d.v^—^  da/-^' 

on  trouve  que  l'équation  proposée  devient 

elle  est  la  même  que  la  proposée  \  si  donc  z^  =  F  (a:,  j  )  est 
une  solution  de  la  proposée ,  rr,  =  F  (  xy^  -  \  sera  une 
nouvelle  solution  de  cette  équation. 
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APPLICATION   DU  CALCUL  INTÉGRAL  A  LA   SOLUTION 

DE  DIVERSES  QUESTIONS 

RELATIVES  AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES. 


Problème  n°  1. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  coui'- 
bure  est  une  fonction  donnée  de  l'angle  a  que  fait  la  tan- 
gente à  la  courbe  avec  une  droite  fixe. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  x^  et  soit 

On  a  les  formules 

ds 

p  =  — -  •>       d.T  =:  ds  ces  a,      dj  =  ds  sin  a  ; 
(la. 

on  en  déduit 

d.v=f[oc)cosoi.dx,      df  =f  [a)  s'm et  da. 

et  en  intégrant  et  désignant  les  eonstautes  arbitraires  par  Xq 

(l)        X —  .ro=ff{a)cosa.dix,     j-  —  jo=  f/{ci)  s'mxdx. 

On  voit  que  toutes  ces  courbes  s'obtiennent  en  transpor- 
tant l'une  d'elles  parallèlement  à  elle-même;  ayant  x  eiy 
en  fonction  de  a,  on  pourra  construire  la  courbe. 
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APPLICATIONS. 

1°  f{s()  =  a-^  les  formules  donnent 

.r  —  .Tg=i  a  sin  a,     j  —  Xo=  —  «  cos a, 

d'où 

(.7-  —  Jr,Y-\r  (y  —jo'/=  a\ 

Ou  trouve  donc  une  circonférence  de  rayon  a,  placée 
d'iuic  façon  quelconque. 


2°  f[y-)  =  .•  3    ?    '-'■'^    appliquant   les    formules    (i),    on 
trouve 

/COSX  <7 

y—r^:=a  \  -^-  =— «cota; 
J  sm'a 

éliminant  a,  on  a 

[y  —  Jo)'=  2«  (.r„ œ 


équation  d'une  parabole  de  paramètre  a,  dont  l'axe  est  pa- 
rallèle à  OX. 

3"  f(y.)  =  — r-;  ne  tenant  pas  compte  des  constantes  Jn 
•^  ^    '        cos'a  ^  ^ 

et  j'oi  nous  avons 

r  c!x             ,                /tt         a\ 
j-  =:  a  / =  a  loi'  tan"  i  -7  H • 

/sin  a         /7 
cos' a  cOix 
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On  OU  déduit 

-  (  tt         a\ 

.«  =  tang(^--|--j, 

—  -                  (  ■K         a 
e    "  =  cot     y    ! 

V4      2 

-  \c"-'r-e    ")  = —-. 

2  cosa        a 

Ou  a  doue 


209 


a  /  ^      -;\ 


équation  d'une   chaînette   dont  l'axe  est  perpendiculaire 
sur  Ox. 

■X  =  aje""^  cosa  <:/a,     y  =  afe"''^  sin  a  <^/a, 
ou,  en  effectuant  les  intégratious, 


I  -\-  m 


.       ,                   (le""^ 
,  (mcosa -h  suîa),      r= iwsina — cosah 

I  +  ni^ 


passant  aux  coordonnées  polaires  /•  et  0,  nous  avons 

tang  (a  —  /); 


«e""" 

tang  9 

tanga--- 

/• —  -           ^  •> 

I 
I  H tang  a 

en  faisant 

m  =  coti, 

on  a  donc 

9  =  a  —  /, 

et  par  suite 

r  =  «  sin /e"i''+'),      r=  a  sin /e"^°*'  e'"*', 
épuation  d'une  spirale  logarillimique. 

T.  —  Rec.  14 
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.r  =  «y»  coscida,      j  =--  aj  y.  sin  a  du. , 

en  intégrant  par  parties,  on  a 

faco&a.da.^       a.  sin  a  -•-  cos  a , 
Jet.  sin  a  f/a  =  —  a  cos  a  -i-  sin  a  ; 

^  =  rt  cosa  -r-  ay.  sin  a, 
j^"  =  a  sin  a  —  a  a.  cos  a  ; 

la  couibtî  est  nne  développante  de  cercle.  Soient,  en  ellti 
[fi^.  3i),  la  circonférence  OA  de  ra^on  «,  BOA  =  a,  la 

Fie-  3i. 


tangente  BM  égale  à  Tare  AM,  x  etj>  les  coordonnées  du 
point  M 5  on  a,  pour  x  et  }  ,  les  expressions  trouxées  précé- 
demment. 

(S°  /  (a)  =^  a  sin  a  : 


.r  =r  -  j  sui  r>.  y.  da.  H-  .r^  ^  -  (  i  —  cos  2a); 
2  4 


en  faisant  j^q  =  7' 
4 


y  =  a  Jûi\-y.dy.  =  y  (2a  —  sin2a). 
4 
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Soil  2  7!  =r  [S,  nous  aurons 

■*•=  7  (i  —  cosfJ),     j=y(p  — sinp). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  a  engendrée 
par  un  cercle  de  rayon  -.  -  roulant  sans  glisser  sur  l'axe  desj)'. 

-  =;  f  cos a.  sm  ni  X  (/y., 
a        "^ 

—  zi:;  fs\na.s'inm7.(h.. 
a       -^ 

ou  bien 

—  =      ysin(i  4-  m)  oc  (h  —  ysin(  i  —  m)a.dx, 

2  Y 

-^  =:  —  y cos ( I  +  m) a.  d'j.  -;-  /cos (  i  —  m)aLdx\ 


a 

.X 


cos  I  —  m)rj. cosf  I  4-  w)a,. 


2(1  —  m)  2 ( I  H-  w ) 

(2)    \ 

\  Y  —-  —, sin  f  I  —  ni]x sin  f  I  +  /« ) a. 

\  2(1  —  m)         •  2  (  I  +  w  )         '  ' 

Je  dis  c|ue  cette  courbe  est  uiie  épicycloïde.  Supposons 
d'abord   ni<^i^  et   faisons   rouler  le  cercle   O'  de  rayon 

R'=:   -7 :  extérieurement   sur  le   cercle  O  de  rayon 

0;[\  -\-  m)  " 

K  =: :^  :  nous  aurons,  pour  les  coordonnées  du  point  M, 


1  11V 


X  =  ( R  H-  R';  cos  ^  y'  -  R' ces  ^'^^  ^', 

R'  TK'    \    R 

y  =  (R  -i-  R' )  sin  —  ^'  -  R'  sin  -/, 


ï4 
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OU,  on  remplaçant  K  et  îl'  par  leurs  valeurs, 


X  = 


a  1  —  m 

:   ces — 


2    :  —  m\ 


:>.  tu 


CCS •p 


2  ^  I  +-  w  j  2  w 


a  .1  —  m    ,  a 

-r    Sin ; ,    ^... 

2(1  — m)  im  2(:-|-/wj  ?.m 


.      (  -r  /?î    , 
sin <if 


Soit  a  f  fig.  Z'A.)  l'angle  CTx  que  lait  la  tangent».'  a  l'épi- 
Fig.  32. 


(•yilcîïde  asec  0.r;  on  a 

a  rr:   (B-f-    -""-    =    -^  (2R     +   R'    =      '^- • 
2  2  K  ^  '/2 

Donc  «^'iilin 

X=  -,- r  cosfi  —m)'x -cosfi  -hmjx, 

o.{\  —  m)  '  2(1 -t-w) 

a  .    ,  ,  a  . 

Y  = r  sin  I  I  —  m  ]:t sin   \  ^  m   a. 

2(t  —  m)         '  2(1  -+-  /») 

Ce  sont  les  formules  trouvées  précédemment. 
Soit  maintenant  ///  ^  i,  nous  avons 


2(»2  —  l) 

a 

■xi  m  —  il 


cos(///  —  i)  a  -+- 
sin(/?2  —  1):^  + 


2(/;.  -4-  i) 
a 


cos   VI  -f-  i;  a. 


sm   m  -\-  I    jr. 


Je  dis  qiuî  celle  courbe  est  une  épicycli)ïde  engendrée 
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uar  un  poinld  inu,' circonférence  O' do  rayon  K'=u  — , 

'  '■  •'  2(/n  —  I) 

roulant  à  rintcruîur  d'une  circonférence  (ixe  O,  de  rayon 

ni'  —  1 
On  a  en  effet  (^fg-  33),  pour  les  coordonnées  du  point  M, 


X='R-:V)cos^<p'-h  V 

JX 


R  — R'    , 

œs— ^, 


Ttl  T)    T)  / 

Y  ■=:  f  R  -  ^/)  sin  —  <f'  —  IV  sin —  '/ 


ou,  en  remplaçant  R  et  R'  par  leurs  valeurs. 


X  =:      ,  — CCS  m  -h  ïj 1 cos (m  —  i ]  -^—  ■ 

2(w-hîy  '  2m         2(w  —  ij  2m 


Y  = 


2[m  -\-  ij 


sin  ;72  -f-  I 


—, sin  (m  —  0  -^    • 

im        2[m  —  i)        ^  am 


a  étant  l'angle  que  fait  la  tangente  à  l'épicycloïde  avec  Ox, 
on  trouve 


a, 


et  1  on  voit  que 

X=:  — .77     et     Y  =  — r 

Donc  la  courbe  est  bien  une  épicycloïde. 
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8«  /(«)  --r. ^ 3 .  On  aura 

(I  —  e'cos'a)' 


/cosciida.  /*  c/sina 
— 1  =P  /  
(i  —  e'cos'a)'          J   (i  —  e-— e's 

J'*       sin  a  <7a  /* 
I  =  -P   /  - 
(l  -e^cos'a)'                 J    (i 


sin  a  <7a  f*         d  cos  a 


e'cos'aj' 


«t,  011  intégrant,  il  viendra 

p  sin  a 


I       ^'  y/ 1  —  e^  cos-  X 

cos  a 
r  —  Jo  =  — /? 


y/ 1  —  e^  cos'  a 

On  lire  de  là 

(i  -  ^^)  (-^  -  -^o)'  +  (j  -  jo}==^  -^^r 

équationd'une  ellipse  si  e  <^  i  ;  son  grand  axe  est  parallèle  à  la 

P  P 

droite  fixe:  les  loneueurs  des  demi-axes  sont —  et  .  --  • 

Problème  n»  2. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  longueur  de  l'arc, 
compté  à  partir  d'un  point  fixe,  est  une  fonction  de 
l'angle  a  que  fait  a^>ec  une  droite  fixe  la  tangente  à  l'e.v- 
trèndté  de  l'arc. 

A-  =  (p(a); 

on  en  lire 

ds=^'[^)dx,      p  —  <p'(a)=/(a). 
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Ou  rentre  dans  ie  pioblèmo  |)récéJenl^  on  vi-rra  ainsi  (|ue 

.V  z=zu-j.  donne  un  cercle  de  rayon  a; 

A  =:  rt  tanj^a  «      une  chaînette; 

s  =  ae""^  "      une  spirale  logarithmique; 


»      une  développante  de  cercle; 


2 

s  r=z  a  cosa  »      une  cycloîde; 

s  :z=:  a  cns  m  0^         »       une  cpicycloïde. 


Problème  n°  3. 


Trouver  les  courbes  dans  ie.sijuelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  do/inée  de  l'arc  compté  à  partir 
d'un  point  Jixe. 

L'équation  p  ^^f[s)  est  du  troisième  ordre,  car  elle  con- 
tient une  intégrale  s  ~-  I  i  /  iH-  -j—^  dx^  qu'on  ne  pourra 

faire  disparaître  que  par  une  différentiation,  ce  qui,  avec  rfo, 
introduira  j^".  L'intégrale  générale  devra  donc  renfermer 
trois  constantes. 

A  cause  de  p  =  —-  ?  il  viendra 
da. 

d'où,  en  désignant  par  a^  une  constante, 

_  r  ds 

une  fois  l'intégration  eifectuée,  on  tirera  de  l'équation  pré- 
cédente s  en  fonction  de  a,  et  l'on  rentrera  dans  le  dernier 
problème. 


2l6 
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APPLf  CATIOIVS. 


i''  a{p  —  a)  =  s-  ou  f{s)  —  «  H-  -  : 


J  a 


=  arc  tang  —  ? 


s  =  a  tang  (a  —  «„  ) ; 

la  courbe  est  donc  une  cliaînelte. 

0.^  p  =z  ms  ou  f{s)  =  ms  : 

a  —  «0  =:  /  —  5     s=z  e"' 


f«-«o)  ■ 


la  courbe  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

3"  p^-\~s^=.a^  ou  f{s)  =  ^a^  —  s^  : 

f      r/.s-  .    s 

a  —  a„  =  I  -— :^:r=  =  arc  sin  -  : 
J   sja^  —  *^  « 

s=  a  sin  (a  —  ao  )  ; 
la  courbe  est  donc  une  cvcloïde. 


r/.v 


5  =  rt  ces  -  (a  —  a„ )  ; 


la  courbe  est  d^nc  une  épie  ytloïde. 
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5°  /3*=  'las^  fi^)  =^  y/art.v  : 


"        ''^      J    V2«'^'         '^    '^' 


^  nrr  (7    a  —  a„ 


la  courbe  est  donc  une  dévelopjjante  de  cercle. 

Problème  n»  4. 

Trouver  une  courhe  telle  (jup,  si  on  lui  mène  une  nor- 
male en  un  point  quelconque  M,  laquelle  rencontre  Ox 
en  P,  le  lieu  du  milieu  de  MP  soit  la  parabole  y^=  ax. 

Soient  X  Gly  les  coordonnées  du  point  M  5  x,  et  ji  celles 
du  milieu  de  MPj  ou  a 

,    '  ydy 

.7?,  =  .r  -f- p-  , 

2    d.r 


J.  = 

7J. 

J\  = 

rt.r,  ; 

il  en  résulte 

a 

ou  bien 

d.f 
d.r 

c'est  une  équation  linéaire,  relativement  à  j^  :,  intégrant 
par  la  formule  connue  et  désignant  la  constante  arbitraire 
par  C,  il  vient 

j2=  <?"  \C  —  \f.r.e    "  dx) , 
j2=:  Ce"  +  4«(-'^  +  a). 
Il  est  à  remarquer  que  l'une  des  courbes  ainsi  obtenues 
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est  la  parabole 

j==4«(.r-:-  a), 

ayant  même  axe   que  la   proposée  et  un   paramètre  qua- 
druple. 

Problème  n°  5. 

Trous'er  les  combes  telles,  que  l'ordonnée  à  l'origine 
de  la  fan  fiente  soit  égale  à  koc'"j". 
On  aura 

r/r 

r  —  .T  -■-   r=i  /;x'"j'\ 
d.r 

'(r  ^'  / 

—  —  —  :z=  —  k.T"'-'r". 

d.T  X 

C'est  une  équation  de  BernouUi  ;  on  peut  l'écrire 


I  —  n      dx 
d.y^-"         1  —  71 


:^—  Ax"'- 


dx  X      ''  V  /  ' 

en  intégrant  cette  équation  linéaire,  il  viendra 

j'-"z=  .r'-"[C  --  k[\  —  n)  f.i"'+"-- d.r], 

^  '  —  n 

I  r'-"  =  C.r'-"  —  /,- xf. 

^   '  "^  m  --  «  —  I 

Lorsque  ni  -+-  n  ==  i  ^  il  faut  prendre 

j'-"=  a;'-«[C  —  /  (l  —  //)  log.r]. 

Quand  on  fait  m  =  o,  //  =  2,  l'équation  (i)  donne 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  coordonnés. 
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J^orsquc  vi  --  o,  n  -  :     -  i,  on  a 

(jii  lioiivc  donc  une  série  crc]lij)ses  ou  cl'hyperbohîs  ayant 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  axes  Ox  et  Oj  .,  et  tangentes 
aux  droites  j)'  --^  ih  \^h. 

Problème  n*»  6. 

Trouver  une   courbe  AM  telle,    (jue  l^abscisse  x^    du 
centre   de   gravité  G   du   segment   compris   entre    l'axe 

Fie-  3'|.  ■ 


0        Q        P  X 


de  j?,  l'axe  des  )  ,  la  courbe  et  l'ordonnée  variable  MP 
soit  une  fonction  donnée  f  [x]  de  l'abscisse  x  du  point  M. 


On  a 


on  en  tire 


/        .rj  d.r 

/       Y  d.T 

J  o 

Jr»  X  nx 

■rjd.v-f[.r)   j      ydx 
0  t/0 


et,  eu  différeiitiant, 
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OU 


■■r.—f[x'  , 


(liiTércntiant  de  nouveau,  nous  avons 

dy  3i^—f[.r.)  _    r       d  .r  — /(j?)n 

dx      f'{x)       -■    L'        dx    f'[.T]      y 
les  variables  se  séparent  imaiédialeinenl  : 

d  X  — f[x  ) 
dy  _     f'[x)       j^d:r~f^\x^ 


y  X—j[.t)  .t—J[x] 


Intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  a,  nous 
a\ons 

^      /'(-r)       "  -x-/{x]' 

ou  bien 

,._      -fi-)      Jl^^ 
^-[x-f[x]Y 

Exemple.  —  f\^)  =^  ^i  =  ■^"•^• 
On  ti  ouve 

y=  bjr'-''  , 

i     •  7  ^^ 

en  taisant  b  =  -, -r-* 


2 

Pour  k  =  -■>  011  a 


propriété  connue  du  centre  de  gravité  du  triangle 


k=  -  donne 


r  z=i  h.      .7-|  :=  -  ; 
2 
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A  =  -p  donne 
5 


r  =  b  V'.'-, 


parabole  ayant  son  soinniot  à  l'oiigine  et  tangente  à  l'axe 
tins  y^  on  a  doue 


/.  :—  7  donne 
4 


3.r 

'5  ' 


)  =  h.v\ 


i)arabole  ayant  son  soiniuet  à  l'origine,  cl  tang<;iit(î  à  l'axe 

desj  5  on  a  donc 

3.r 

(l.iiis  le  cas  actuel. 


Problème  n°  7. 

Trouver  une  courbe  AÎM  Lelle^  que  t' abscisse  x^  du 
centre  de  gravité  de  l'arc  compris  entre  un  point  fixe  A 
\  l^g-  35)  et  un  point  iiuelcontpie  M  de  la  courbe  soit 

Fig.  35. 


/M 


proportionnelle  à  l'abscisse  x  du  point  _M. 
On  aura 

—  ^j 
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OU  bien 


Jo  V  ^^'  Jo     V  dx^ 

en  dili'érentiaiil,  il  vient 


\/'"^£='XV'^S'''^'V 


diiiëreutiant  de  nouveau,  ou  a 


(,_,)./,-^§r!„(._x)/V7'^'-^../,.-f: 

^  'V  dx'         ^  '  d.T.  y  --/.r' 

Intégrons,  et  nous  aurons 


Nous  sommes  ainsi  conduit  à  une  dillérentielle  hiuùmr; 
nous  pourrons  intégrer,  quand  nous  aurons,  en  appi'lani 
l>  el  <i  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 

I  —  /•  I  —  k-  I 

y-, —  P      ou      — \-  -  —  y, 
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c'cst-à-dirL' 

/  =  ^— — —      o        h  =  —^-~' 
4/?  -+-  I  ~  47    ,   I  ' 

Eîi  faisant,  par  cxcinplc,  p  =--  —  i,  nous  avons 


I 

3  d.r 


1  '  .'  i    / 


c 

cqualioii  d'une  cyfloidc  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  —•> 
dont  le  sommet  est  à  l'origine,  la  base  étant  parallèle  à  Oj. 


Problème  n»  8. 

Trouver  une  courbe  teUe,  que  le  sef^ment  inîeicepté  sur 
l'axe  des  x  par  h.i  tangente  et  la  normale  ail  unr  lon- 
gues' constante  ia. 

d.r 

L'abscisse  à  l'origine  de  la  tangente  est  x —  y  — ?  celle 

de  la  normale  est  x  -\-  j  —--^  on  aura  donc,  pour  écpiaiion 
dîdérentielle  de  la  courbe, 

ou  bien 


(d.r  \  -  d.r 

dj)  dy 


-+-  7  =:  O, 


dx  = ^—  dr. 

y 

On  en  tire,  en  intégrant, 

,       o±Jà' — r^  , 

X  =  a  log q=  <,a-  —  J    -r-  const.: 

a 

mais  il  est  plus  commode  d'introduire  une  variable  auxi- 
liaire. Nous  cboisirons  l'angle  y.  de  la  tangente  avec  Ox: 
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nous  poserons  donc 

dy 

y   =  tanga, 
dx 

et  l'équation  (i)  donnera 

y  ^  a  sin  2  a  ; 

nous  aurons  ensuite 


l)i('ii 


cosa  2acosacoS2a 

dr  =z  —, dj  =  . (ly. 

sin  «  sin  a 


cosa  . 

«.r  m  2  «      -: Sin  2  z     rty.  ; 

Sin  a 


en  intégrant  et  suppriinaut  la  constante,  en  transportant 
les  axes  parallèlement  à  eux-inèines,  il  viendi'a 

Ia-  z=z  a  loi^siri-'a  —  2rt  sin  a, 
y  :=:  a  sm  2  a  ; 

rapprochons  la  valeur  dcj  ,  mettons  en  regard  —  et  —» 


dx      do 


;3) 


fi^.T?         2  a  cos  a  cos  2  a 
<^/a  sin  a 


^/r- 


la  cos 2 a  ; 


nous  avons  {Jig-  36)  tout  ce  cju'il   faut  pour  construire  la 

courbe. 

Fiij.  3fî. 

y 

B 


Pour  a  =  o,  a."  =:  —  3c  ,  )  =:^  o,  la  courbe  est  asymptote 
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,    -,  ,  (i.r         (h  .... 

a  1  axe  des  x\  —  et  --  sont  posilns:  x  el  y  vont  en  erois- 
cIoL        (la. 

saut,  laul  que  a  est  plus  pelil  <|ue  j\  nous  obtenons  ainsi 

la  branclie  AB.   Pour  a  plus  grand  que  y  5  x  et  j  vont  en 

décroissant;  cela  ne  peut  avoir  li(;u  que  si  l'on  a  une  nou- 
velle branche  de  courbe  située  au-dessous  de  la  langent»;  BT  ; 
le  point  B  est  donc  un  point  de  ri;broussement  de  première 

espèce.  Pour  a  =  -,  1=  <',  le  changement  de  a  en  tt  —  :: 

ne  niodilie  rien  à  la  valeur  de  x,  tandis  que  y  cliange  de 
signe.  La  courbe  est  donc  symétrique  jiar  rapport  à  Ox; 
nous  obtenons  ainsi  toute  la  courbe  ABCB'A. 

Proposons-nous  de   trou^er  l'aire  U  =  A.BCB'A;   nous 
aurons  d'abord  à  former  ydx\  nous  trouverons 

•2:7'sin2acosa  c()S2a  ^ 

yd.r  = dy.  =   1  câ  cos'a  COS  2  a  c/y, 

sin« 

et  la  valeur  de  U  sera 

^U  =  I      4"'*^*^'^'^  cosiocclx  —  aireBCD, 

-U  z=  j      4'^'cos'acos2ar/a  H-   /      ^a^cos^3.COS2xdx, 

J  o  J-K 

~k 

•K 

111=   /      ^a'^ç,o^'^a.co%ia.dx 

r  ^                                                             Tza' 
=  a^  I       (i  4-  2  C0S2a -f- cos4a)^a  =  > 

T.—  Rec.  l5 
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Cherchons  la  longueur  S  de  l'arc  BCB';  on  a 


ia  cos?.  y. 

as  :^ : U-J 


^s 


■  a  I      f  7 2  sin  'x\dy.  =:  2 rt  [  V  2  —  1%' (y/a  -+-  i )] , 

S  =  4rt[y/2  —  l0g(^2-4-l)]. 


Oji  a  enfin,  pour  le  rayon  de  courinire, 

2  a  ces  2  y. 


P  = 


Problème  n°  9. 


Trouver  les  courbes  telles  que  les  portions  de  leurs  nor- 
males comprises  entre  les  axes  Ox  et  Oy  aient  une  lon- 
gueur- constante  l. 

Soit  p  =  —--^  l'équation  de  la  normale  est 

Y-j  =  --(X-x); 

les  segments  qu'elle  intercepte  sur  O.r  et  0)^  sont 

■r  H-  pr 


■r  -h  pr. 


on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


[x-^pjyl^i-i-  j-}j^P, 


(  I  )  •'•■  -^pj~     ^ 


^/i^P^ 


C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  x  et  )  ;  on  sait 
intégrer  une  telle  équation.    Dilîércntions  et  remplaçons 
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,  (W 

lix  par  -  1  et  nous  trouverons 
^       P 

Nous  savons  (|ue  l'intégrale  générale  de  cette  équatioji  li- 
néaire est 

l'équation  (i)  nous  donnera  ensuite 

^^[l-C]p    .  Ip 

Soit  pz=  tanga;  a  sera  l'angle  de  la  taiigente  avec  l'axe 
des  x\  les  expressions  de  x  et  j'  deviendront 

f  =  /  sin  a  -1 sin  a  cos^  a  —  C  sin  y.^ 

(^)  i         ,     ^ 

r  =^ cos^x  +  C  ces  a. 

2 

Nous  avons  donc  x  etj)  en  fonction  de  la  variable  auxi- 
liaire a  :  nous  pourrons  construire  la  courbe^  toutes  les 
courbes  obtenues  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  C 
toutes  les  valeurs  possibles  sont  des  courbes  parallèles^ 
car,  en  faisant 

1  .  L 

jr„  =  Z  sina  H sinx  cos^a,       r»  = cos^a, 

2  2 

on  a 

xz=.Xst-\-  C  ces  (  a  H j  »      j  =:  j)-o  +  C  sin  (  a  H-  - 

ce  qui  exprime  que  le  point  x^j  s'obtient  en  portant  sur 
la  normale,  au  lieu  du  point  Xq,  j^o,  une  longueur  con- 

i5. 
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stante  C.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  discuter  l'une 
des  courbes  (2),  obtenue  en  donnant  à  C  une  valeur  par- 

ticuliere^  nous  prendrons  L  =  -y-?  et  nous  trouverons 


:3) 


3/  .      /  .  _ 

x=   ^-siria  -l--sin3a, 
o  o 

3/  l 

y=  —  cosa  —  -cosia. 


Ou  en  tire 

d,r         31 

—   =z  -T-  coS2acosa, 
dx          4 

dr       31 

-^  =  — -  ces  2  a  sin  a  ; 
da.          4 

j1  eu  résulte 

ds        31 

—  =  -7-  cessa. 
d'x          4 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  ;  on  aura  donc 

3/  31    .       f         7r\ 

p  :=  — ^  ces  2a  =  -rSin2laH--T» 

4  4x4/ 

D'après  le  n°  7  du  problème  1,  troisième  Partie,  on  voit 

que  la  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point 

3/ 
d'une  circonférence  de  rayon  -5-  roulant  à  l'intérieur  d'une 

o 

circonférence  de  rayon  -;   donc  cette  épicycloïde   et    ses 

courbes  parallèles  donnent  la  solution  générale  du  pro- 
blème proposé.  On  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  toutes  ces 
courbes  sont  les  développantes  d'une  même  épicycloïde 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  5  car  la  normale  de  la 
courbe  cliercliée,  ayant  une  longueur  constante  comprise 
entre  Ox  et  Oj,  est  toujours  tangente,  comme  l'on  sait,  à 
une  épicycloïde;  cette  épicycloïde  est  donc  la  développée 
des  courbes  cherchées ,  et  l'une  de  ces  courbes  sera  elle- 
même  une  épicycloïde. 
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Problème  n»  10. 

Trouv^er  une  courbe  telle  t/uc  les  lani^enles  de  ses  dia- 
mètres, aux  points  oit  ils  rencontrent  la  courbe,  soient 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

Prenons  coite  direction  pour  a\c  des  x.  Soit  i  =f[x) 
l'équation  de  la  courbe  cherchée;  nous  avons  vu,  pro- 
blème 32,  première  Partie,  que  le  coelïicient  angulaire  de 
la  tangente  au  diamètre  au  point  x,  j.,  où  il  rencontre  la 

3/"'  i  r") 

courbe,  estf'{x) \.,„.  ^  ,    ,  nous  devons  donc  avoir 


ce  qu'on  peut  écrire 

Multipliant  par  dx^  intégrant  et  désignant  la  constante 
arbitraire  par  loga,  il  vient 

loê/"(j;;=31o./'(.r)-loga 
ou  bien 

Multiplions  encore  par  dx^  intégrons  et  désignons  la  con- 
stante par  è,  et  nous  aurons 


/'[■< 


\  :t[b-.T] 
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On  en  conclut,  en  désij^'nanl:  par  c  une  nouvelle  constante, 


[y  —  c)'r  -  7.a[b  —  x). 

C'est  l'équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à 
Ox-^  dans  ce  cas,  tous  les  diamètres  sont  rectilignes. 

Problème  n»  11. 

TrouK'cr  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  dia- 
mètres, aux  points  oh  ils  rencontrent  la  courbe,  passent 
toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  ce  point  pour  origiii»;;  réquati<jn 


-/(.^)=[/i..-^^;^] 


■X-.rl 


devra  être  vérifiée,  quel  que  soit  :r,  quand  on  v  fera  X=:  o. 
Y  =  o.  On  aura  doiu; 

.H  =  .[.,., -^] 

ou  bien 

3-^r(-r)    _  r(x) 

.r.f'[.T)-f[x)-  f"[x]' 

INIuitiplions  par  dx  et  désii;nons  la  constante  par  l<>ç;>7.  cl 
nous  aurons 
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liilégraul  de  nouveau  et  a()pelaut  h  une  constante,  on  a 

a  .r'  —  h  —  I 

~7~  =  2i^'(.r)-/(.r)]'" 


.Tf'[.T)   -/(^)  ==. 


I 


sjb—a. 


d&i)^    y^ 


y/      ^                             r  dx 

y  (  J-J  =r  C.T  -I-  X    I   —  • 

Or   / —  "  =  —  - —  Jb  —  ax^:  il  viendra  donc 

J    x'sjh—  «.r'  bx" 

y  =zcx—-  y/è  _  ax\ 
ai 

équation  d'une  conique  quelconque  ayant  pour  centre  le 
point  (ixe^  tous  les  diamètres  sont  donc  rectilignes. 

Problème  n»  12. 

Trouver  une  courbe  telle  que  le  coefficient  angulaire  m 
de  la  tangente  en  un  point  (jnelconque  de  la  courbe  et  le 
coefficient  angulaire  ni  de  la  tangente  du  diamètre  au 
même  point  soient  liés  par  la  relation 

mm'  :=  const.  =r;  —  X=. 
Nous  aurons 

/V)[/'(.^)-^^]  =  -. 

Zf'yT)f"[x)_f"\x) 

/'-■(.,)  ^/..    -  f"ix)' 
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On  tire  de  là  successivement 

flog[/-"(x;  +  /']    =log/"(.r;  +  lo^a. 


['-^^/"-]^ 


a 


;^) 

-  A^ 

3/"(-) 

V/' 

-^•(•^ 

-y 

/ 


a       /  À*  , 


équation  d'une  ellipse  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axe»  de 
coordonnées,  et  dans  laquelle  le  rapport  du  petit  axe  au 


jrand  est  égal  à  k. 


Problème  n»  13. 

Trouve/'  les  courbes  dans  lesquelles   l'arc,   compté  à 
partir  d'un  point  fixe,  est  une  fonction  donnée  de  >  . 
On  a 

o's  =/' (  j )  dr  =  ^du.  •  -(-  dy\ 
d'où 

.r  -\-  const.  =f  i^/'*{jr)  —  1  dj. 
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APPLICATIONS. 


1°   Trouver  [Jig.  3 7)  les  courbes  telles  (jue  .s-  ^=  8a)  . 
Dans  ce  cas, 


/ 


C'est  l'équation  ditlérentielle  d'une  c\'cloïJe  dont  la  base 


Fig.  37. 


est  parallèle  à  0:r,  et  le  sommet  est  en  O,  le  rayon  du 
cercle  générateur  étant  a-^  on  a  en  ed'et,  pour  cette  courbe, 


—  =  UingMAP  —         —  ^  — «/^_ 


AP 


AP 


/BP 

=  Vap 


ou 


'.r  /la  — 


■J 


2°   Trouver  les  courbes  telles  que  s  =  \Jj^-  —  u^ 
On  a  ici 


f[y]=,Jy--a\ 


f'{y)  =  -r 


y 


dy 


sjr-a-     '     "  '  J^-«' 


—    c -^ 

~  J  s'y''  —  « 
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en  désignant  par  Xo  la  constante.  Il  en  résulte 


r a  (   '-Jil         'Jinf \ 


la  courbe  est  donc  une  cliainette. 

s 

3°   Tromper  les  courbas  telles  que  y  =^  ae". 
On  tire  de  là 

s  =^  a  los  —■) 


dy 


d.r  r=  -^  Ja- —  >-', 


—  X„  rr:  ^a-  —  y''  —  a  log 


a  -^  \Ja}  —  y 


ri  11  y  'J^^  -t-  ^y        •  •  -    1 

La  loiiLnKuir  de  la  tansrcnte  ou  — * est  ici  esalc 

art;  la  courbe  cherchée  est  doue  la  coui'be  aux  tangentes 
égales.  C'est  l'une  des  développantes  de  la  chainctto  de 
l'exercice  précédent. 


Problème  n»  14. 

Trouver  la  fonction  f  telle  tjue  Aw  trajectoire  sous  un 
ani^le  donne  a  des  courbes  représentées  par  l'éi/uation 
r  =  C/(9),  où  C  est  un  paramètre  l'arinble.  ne  soient 
autre  chose  que  les  courbes  proposées  qui  auraient  tourné 
d  un  certain  angle. 
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Pour  la  courbe 

(0  '-  =  0/(0), 

on  a 


tangV^     — ^, 


pour  la  trajectoire,  on  doit  avoir 


tangV 
<ir               ^ 
--:-.:  tant' a. 

I  -^ —  taneV 

(Il 


Soit  posé 


nous  aurons 


--,(0)-. 


,    ,        rdO 


-  =  tanga. 


dr 

Jl  n'y  a  pas  lieu  d'éli miner  C  entre  cette  dernière  équation 
et  l'équation  (i),  puiscpie  C  a  disparu  de  lui-même.  Léqua- 
tion  (3)  donne 

rd^         I  -H  «(9)  tanga 

dr  o  ^  9  )  —  tang  c. 

ou  bien,  en  posant 

(4;  e,(0)z=tang,|;(e), 

nous  trouverons 

dr 

—  =  tang[^^  (6)  —  a]^G. 
r 

et,  en  intégrant  et  désignant  par  C  la  cojistante  arbitraire. 

f5l  ,.  _-(;;'g;iaDg[i(^l-a]c/i_ 
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L'équation  (5),  où  C  a  une  certaine  valeur,  doit  représenter 
une  des  courbes  proposées,  qui  aurait  lourné  d'un  certain 
angle  15  nous  aurons  donc 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

tang[,K9)  -  a]  =  Ç^^  =?(&-+-'■;=  tang[^(</  -h  Q; 
nous  avons  donc 

Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  0,  avec  des  valeurs  déterminées  de  a  et  de  i,  est  satisfaite 
quand  on  prend  pour  ^(6)  une  fonction  du  premier  degré 

c    g 

en  0-,  nous  prendrons  ^{0)  =  ~ »  Or,  et  m  étant  des  con- 
stantes; l'équation  (6)  donnera 


m 


d'où 


m 


l'équation  (4)  donne  ensuite 

9„  — 


et  l'équation  (2) 


0,^9^  —tang 


.     9o  — « 
„,„.       sm  

/(e)               9.-9' 
^  '        ces  


En  intégrant,  nous  aurons 

9,-9 


log/(9;  =mlogr 


ces 

ni 
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d'où 

/^ô)=^cos— -j    . 

f        ON"' 
Nous  pouvons  nous  borner  lif[Q)  =  \  cos  —  1  »  et  l 'équa- 
tion (i)  deviendra 

r  =:  C  (  cos  — 
m 

APPLICATIONS. 

i"  in  =  —  I.  L'équation  (y)  donne 
r  cosO  =  C, 

qui,  quand  C  varie,  représente  des  droites  perpendiculaires 
sur  l'axe  polaire. 

2°  ni  =  i.  L'équation  (i)  devient 

r=:Gcos&; 

elle  représente  une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur 
l'axe  polaire  et  passant  par  le  pôle. 

3°  m  = •  On  a,  dans  ce  cas, 

2 

C 


y  cos  2  9 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

équation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères  ayant  leur 
centre  commun  au  pôle  et  leurs  grands  axes  dirigés  suivant 
l'axe  polaire. 


4«  in=-: 

2 


r  =  C  y/cos  2  9  ; 
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on  a  ici  des  lemniscates  ayant  encore  pour  centre  et  pour 
axe  cooimuns  le  pôle  et  l'axe  polaire. 
5°  m  =z—-i: 

C 

'■^— é' 

ces'  — 

2 

équation  d'une  série  de  paraboles  ayant  pour  foyer  et  pour 
axe  communs  le  pôle  et  l'axe  polaire. 

6"  7?i  =  2  : 

e        C       C 
r=  Ccos-  -  ^  — i-  -  cosO, 
2         ?.         2 

équation  d  une  série  de  limaçons  de  Pascal. 

Problème  n®  15. 

Une  courbe  pleine  se  meut  dans  son  plan  paralVelenienl 
à  une  direction  doniiée;  trouver  ses  trajectoires  sous  un 
angle  donné.  Est-il  possible  de  déterminer  la  courbe  de 
façon  que  les  trajectoires  soient  égales  à  la  courbe  pro- 
posée? 

Prenons  l'axe  des  j  parallèle  à  la  direction  donnée  \  l'é- 
quation de  la  courbe  donnée,  dans  une  quelconque  de  ses 
positions,  sera 

(1)  J  +  >=/(.r), 

où  A  est  le  paramètre  variable;  le  coefficient  angulaire  de 
cette  courbe  esty(a:);  nous  aurons  donc  pour  la  irajec- 
toire,  en  appelant  a  l'angle  constant, 

(2)  -i-- =  tanga. 

Il  n'y  a  pas  lieu  d'éliminer  X  entre  cette  équation  et  l'équa- 
tion (i),  ce  paramètre  ayant  dispaiu  de  lui-même.  L  ét|ua- 
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lion  (2)  est  donc  l'équation  dilliércntielle  des  trajectoires  ; 
on  ou  tire 

^  __  y  '(.r)  -+-  tang  « 

(l.T  ~  I  ~/>[x)  tang;< 

et,  eu  désignant  par  ^  la  constante  arbilraiie,  ]"é(|uatiou 
générale  des  trajectoires  sera 

J    i-y'(^)tanga 
Prenons  pour  la  courbe  proposée 


nous  aurons 

/(.r)  =  log , 

/'(•^)  =  tangj:, 

f'ix]  -4-  tanea  ,  , 

;,/     w  =tang  .r+a  , 

I— /'(x)tiinga  °^  ' 

et  l'équation  (3)  des  trajectoires  deviendra 

y  -\-  u  :=y  tang  (  .r  -h  x  ]  r/j: 
OU 

r  -I-  a  =  log -, — r  • 

°cos(.r4-a) 

On  voit  que  les  trajectoires  s'obtiennent  eu  déplaçant  la 
courbe  donuée  parallèlement  à  l'axe  des  x  et  faisant  ensuite 
mouvoir  la  courbe  déplacée  parallèlement  à  l'axe  desj^. 

Problème  n°  16. 

La  base  d'une  cycloïdc  se  meut  le  long  de  l'axe  des  y^ 
on  demande  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la 
cjcloïde  dans  ses  positions  successives. 

Soit  a  le  rayon  du  cercle  générateur^  l'équation  de  la 
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cycloïde  dans  une  position  quelconque  est 

J     y    ia  —  X 
où  X  est  le  paramètre  variable.  Le  coefficient  angulaire  est 

donc  i/     -^ )  et,  pour  la  trajectoire,  nous  aurons  1  é- 

quation  diiréreutiellc 


y  .T  foM  —  ./• 

-  i/  ■= — î       ou      dr  =  —  1/  (7.r. 

r  y    2  a  —  .r  -  y  x 


Faisons  x  =  >.a  —  x',  et  il  viendra,  pour  l'équation  des 
trajectoires, 

y  +  l^^jsjT^.'"- 

les  trajectoires  sont  donc  des  cycloïdes  égales  aux  propo- 
sées, dont  les  bases  se  déplacent  parallèlement  à  l'axe  des 
Y^  mais  dont  la  concavité  est  tournée  en  sens  opposé  par 
rapport  à  l'axe  des  x. 

Problème  n»  17. 

Trouver  la  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de 
chacun  de  ses  points  aux  n  sommets  d' un  polygone  régu- 
lier soit  égal  à  une  constante  b" . 

Désignons  par  a  [fig-  38)  le  rayon  de  la  circonlérencc 
Fig.  38. 

M 

A, 


circonscrite  au  polygone  régulier,  /•  et  5  les  coordonnées 
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polaiics  d  un  poiiil  (|Uclcoii(|iic  du  lieu;  iiou.^  suj)[)OS(.T<)ns 
(juc  lave  polaire  passe  par  un  des  soiiiiiicts^  considérons  le 
souiruet  A,^  le  triangle  MOA,  nous  donne 

MA'=  /'^  -I-  «'  —  2rt/(()s 


Le  produit  de  toutes  les  expressions  send)lal)les,  quand  i 
vai'ie  de  zéro  à  /?  —  i ,  doit  être  égal  à  h^" .  !-*our  obtenir  ce 
produit,  nous  écrirons 


.,.,  /  2/7r  —  «9  , .     9./7r  —  «0\ 

MA,"  =z        \r —  a  cos a  J —  i  sin . 

\  //  '  ni 

(  2/ 71-  —  «Ô  , .     o./tt  —  n^\ 

X  \f  —  «  ces a  J —  I  sin )  : 

\  n  n         j  ' 

or  11'   produit  des  valeurs  (|ue  picnd  le  premier  facteur  est 
l'expression 

/•"  —  «"  cos/i^  -T-  a"  sin «9  ^ —  i  ; 

car,  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  on  a  une  équation 
dont  les  racines  sont  comprises  dans  la  ibrmule 


r  z=:  a  cos h  a  i/ —  i  sui 

u  n 

OÙ  /:  doit  recevoir  les  valeurs  o,  i , .  .  . ,  //  —  i;  de  même  le 
produit  des  vaL-urs  du  second  facteur  (pai  entre  dans  MA-  est 

/■"  —  a"  cos«9  —  n"  sin//' 5  y —  i  ; 

donc  le  carré  du  produit  des  distances  de  chaque  point  du 
lieu  aux  sommets  du  polygone  régulier  est 

//" — a"cosnO  -ha"smnQ\/ — i  )  (/" — n"  cosnO  —  «"sin «9  ^ —  i  ) 
=  /••"  —  ir"a"  cos  «9  -h  a'"  . 

L  équation  du  lieu  est  donc 

(l)  /'"—  2«"A"COS«9  -+-  a'":=  ^''". 

T.-  Rec.  l6 
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Si  l'on  veut  discuter  ces  courbes,  la  formule  suivante, 
donnant  l'angle  V,  sera  très-utile  : 


cosV  =  —  sin//0. 
b" 


Il  est  à  remarquer  que  l'expression  (i)  se  sinq)liiie  beau- 
coup pour  ^  =  rt  ^  on  a  en  elï'et,  dans  ce  cas, 


ia"  cosrcQ. 


Nous  avons  déjà  rencontré  cette  courbe  plusieurs  fuis. 
Sa  podaire  par  rapport  à  l'origine  est  la  courbe 


«0   \"+' 

/^"  z=  2«"  I  ces 


En  appelant  p  la  distance  de  l'origine  à  la  tangente  à  la 
courbe  (  2  )  et  p  son  rayon  de  courbure,  on  a  les  expressions 
suivantes  : 

5         U  OU        J)  0  '-—-  • 


in- 


Problème  n°  18. 

Trouver,  (juand  h  varie,  les  Lrajectoi/'es  ortliogonales 
des  courbes  représentées  par  l'équation 

(  I  )  /  ^"  —  2  a"  r  "  cos  fiO  ~  rt'"  =  b-" 

du  j}rohlc.nic  précédent. 

Diiïérentiant  cette  équation,  on  trouve 

(/•"  —  a"  C()S«Ô  j  ilr  -{-  (i"rs\afi  QdO  -.=  o, 
d'où 

<7"  cos/?  9  —  /" 


fcing:V  = 


a"  sin  //  0 
Nous  avons  donc  pour  la  trajectoire,  en  remarcjuam  ijue  le 
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paramètre  h  a  disparu, 

i  M  «"cos«9  —  /" 

dr         rt"sin«9 
ou  bien 

fir        ;cos«9  /•"*  ' 


M         sill/^ô  «"sin«9 

ce   qui    est  une    écjualiou   de   BernouUi  -,    nous    l'écrirons 
comme  il  suit  : 

^- 
r"         I    /7cos«6  II 


dQ  r"    sin«ô  n"s\nnO 

Cette  équation  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est, 
en  désignant  la  constante  arbitraire  par     -  tang;z9oi 


ou  bien 

on  en  tire 

(2) 


I  .         /tan£r«e„        n     T    dB     \ 

—  =  smnQl  — ^ — I  -^ —  ) 

/•«  \       a"  a"  J   sin-«9  / 


—  :i=  sin  H  G  (  tanir  «  &o  -I-  cot  n  ( 


a"  ces  «60 


cos«(e  —  ©o) 


Telle  est  l'équation  générale  des  trajectoires. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  toutes  les  ovales  de  Cassini  ayant  les  mêmes 
foyers,  ia  étant  la  distance  de  ces  foyers,  il  suffira  de  faire 
n  =  2,  et  l'équation  (2)  deviendra 

rt-  COS2Cl„ 


COS  2(0  —  9„ 


ce  qui  est  l'équation  d'une  série  d'hyperboles  équilatères 
ayant  l'origine  pour  centre. 

16. 
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Problème  n°  19. 

Soient  [Jig-  Sp)  Pj  P,  P3.  .  .  P„  un  polygone  quelconque, 

/•j.  Tj..  .  .  ,  /'„  les  distances  d' un  point  (fuelconque  M  aux 

Fig.  39. 


sommets  du  polygone,  a,,  a, a„  /e.v  angles  MP,  P^. 

MP3P3. . . . ,  772j,  W7î,  ma, .  .  . ,  ///„  f/e.v  nombres  donnés:  les 
équations 

\^  I  '  \      '  1      •  ■  '  '  n       ' "  ' 

(  2  )      m,  a,  +  OTj  îtj  -h  •  •  .  -^-  nin  a„  t=    //i,  -(-  /«j  -f-  .  .  .  -1-  m^   9, 

représenteront  des  courbes  orthogonales,  quels  que  soient 
les  paramètres  variables  a  et  60 . 

Soient,  en  ellet,  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M,  a, 
et  Z»!  celles  du  point  Pj,  «,  et  Z»,  celles  de  P,, . .  .  ;  nous 
avons 

(3)  r]  =  [.r  —  a,)' +  [y  -  b:;\      rl  =  ..., 

b^  —  b^  y  —  6, 

(4)  tanga.^  _______       u.nga,  =  .... 


I 


a-,  —  a,    .r  —  a. 


Diûerentions  loijarithniiquement  l'équation  ^i)^  en  tenant 
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compte  des  formules  (3),  il  vii-udra 


(/.r  [  m 


(      Y  —  f>i            y  —  l'< 
-+-  dj    nu r, h  m,  ■"- ^  +  . 

La  formule  (2)  différentiée  donne 

m^d'x^  H-  in^d'Xi  4-  .  .  .  =:r  o  ; 

or,  en  partant  de  (4),  après  des  réductions  faciles,  on  trouve 

[y  ~  b,)d.v  —  [x  —  a^)dx 
aa.1 — T, , 

nous  aurons  donc,  pour  la  courbe  (2), 

,  /  j  —  ^^1    y  —  ^'i 

d.r    m,   ; 1-  m, ; \-  . 


—  (()     m, — - 


^1 


Les  équations  (5)  et  (6),  doù  les  paramètres  variables  a 

dy 
et  00  ont  disparu,  donnent  toujours  des  valeurs  de  —  dont 

le  produit  est  égal  à  —  i;  donc,  quels  que  soient  les  para- 
mètres a  et^oî  1^'s  courbes  (i)  et  (2)  se  coupent  toujours  à 
angle  droit. 

SUR  LES  ROULETTES. 
Problème  n»  20. 

Une  courbe  AH  [^fig-  4^)  roule  sans  glisser  sur  une 
courbe  MG  \  on  deninndo  de  trouver  le  lieu  décrit  par  un 
point  ]N  invariablement  lié  à  la  courbe  mobile. 

Soient  X  et  j  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  à 
un  moment  donné,  j^  =y(x)  l'équation  de  la  courbe  MG, 
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a  l'angle  do  sa  tangente  MT  avec  Oxj  soient  X  et  Y  les 
coordonnées  du  point  N,  /•  la  distance  NM,  Y  =  F(X)  l'é- 
quation du  lieu  du  point  jN  ;  on  sait  (juc  la  tangente  à  ce 


lieu  est  la  droite  JXE  perpendiculaire  sur  jNM;  si  ,3  est  l'angle 
qu'elle  fait  avec  Ox^  on  aura 

tangp=F'(X). 

Soit  encore  A  un  point  déterminé  de  la  courbe  mobile 

e  =  ANM, 

Q  et  /•  seront  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelcon- 
que M  de  cette  courbe  mobile,  dont  l'équation,  avec  ces 
coordonnées,  sera 

Nous  aurons 

X  =  .r  — /•sinj3,     Y=>-4-/-cosp 

ou  bien,  en  remplaçant  j  par/'(x),  Y  par  F(X),  tangS 
par  F'(X), 

X  =  .r  —  — -         ___» 

VH-F'^(X) 

F(X)=/(.r)-f-- 

v' 

V  désignant  l'angle  TjMjN,  on  a 


H-F"(X1 


V  =  90°-;p-a) 
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et 

cotV=    tangP-tanga   _   F'(X)-/'(^)  . 


Htangptanga        i -f- F'(X)/'(x)  ' 
nous  aurons  donc 

,,    ,_    I  +  F(X)/-(.r) 
'?(')-    F(X)-/'(x)  ' 

X  =  x 


V'I4-F"(X] 
F  (X)  =/(.-• 


v/n-F'^(X) 


Ces  formules  vont  nous  pernietti e  de  lésoudre  aisément 
les  trois  problèmes  suivants  : 

1°  On  donne  la  coiuhc;  fixe  et  la  courbe  niohile:  trou- 
ver le  lieu  d(k-rit  par  le  point  N. 

]Nous  connaissons  les  fonctions  f{x)  et  ^{t')\  si,  entre 
les  trois  équations  (i),  nous  éliminons  x  et  /•,  il  nous  res- 
tera une  équation  entre  X,  F(X),  F'(X),  d'où  nous  dédui- 
rons la  fonction  F(X),  et  par  suite  l'équation  Y  =  F(X) 
du  lieu  du  point  N. 

2°  On  donne  la  courbe  fixe,  et  l'on  demande  (juelle 
courbe  il  faut  faire  rouler  sur  elle  pour  (pue  le  lieu  du 
point  N  soit  une  courbe  donnée. 

Nous  connaissons  les  fonctions y(:c)  et  F(X):  si,  entre 
les  trois  équations  (i),  nous  éliminons  x  et  X,  nous  aurons 
une  équation  entre  /•  et  f'{i'^,i  d'où  nous  tirerons  •^(z'),  et 
par  suite  l'équation  0  =r  o(/)  de  la  courbe  AH. 

3°  On  donne  la  courbe  AH  et  le  lieu  du  point  JN  ;  on 
demande  de  trouver  la  courbe  jixe  MG. 

Nous  connaissons  les  fonctions  -^{j')  etF(X)^  entre  les 
trois  équations  (i\  nous  éliminerons  /■  et  X,  et  nous  trou- 
verons une  équation  entre  x,  f{x)  et  /'(x),  d'où  nous 
tirerons  l'équation  j^  =:  f[x)  de  la  courbe  fixe. 
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Avant  de  faire  des  applications,  nous  supposerons  dans 
les  formules  (i)  que  la  courbe  fixe  s»:  réduit  à  une  ligne 
droite,  l'axe  des  x^  elles  deviendront 


'('•) 

= 

I 

ry 

F' 

(x; 

)' 

Ff 

XI 



r 

F"(x: 


Problème  n°  21. 

ï  ne  cléveloppanLe  de  ccrt'le  roule  sans  i^lissci  sur  l'axe 
des  X  ;  quel  csL  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  cette  courbe? 

L'équation  de  la  développante  de  cercle  en  coordonnées 
polaires  se  trouve  iininédiatement  en  exprimaiit  que  la  dis- 
tance d'une  normale  (juelconque  au  pôle  est  coustante;  on 

trouve  ainsi 

rdr 
rcos\  =  a      ou  =r  n. 


\lclr-  -h  /-V/6^ 
d'où 

/v/9  _  V  /•-  —  «»  ^ 
Ifr    ~  a         ^ 

on  a  donc,  en  admettant  les  notations  de  l'article  préc  étlent. 


<p  (/•)=  — 


Les  formules  (3)  de  cet  article  donneront 

a 


sJr—n-=  rp 


F'(X)' 

r 


F(X)  =  -T= 


\/i  +  r'(x)' 

l'élimination  de  /•  entre  ces  deux  é(|ualions  donne 

F(X)F'(X):-« 
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OU  l)i('n 

Yr/Y—  ndX. 

On  t'u  lire 

Y==?.«(X  — C); 

la  courbe  décrite  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est  la 
droite  fixe  sur  laquelle  roule  la  développante  de  cercle. 

Problème  n°  22. 

Una  c'jncj  cloïc/r  roule  sti/is  glisser  sur  une  droite  fixe; 
quel  est  le  lieu  décrit,  par  le  pôle  de  cette  épicjcloïde? 
(Le  pôle  est  ici  le  centre  du  cercle  fixe  de  rayon  a  sur  le([ucl 
a  roulé  un  cercle  mobile  de  rayon  b  pour  engendrer  l'épi- 
cydoïde.) 

L'équation  dillérenlielle  de  l'épicycloïde  en  coordonnées 
polaires  est,  comme  on  le  verra  plus  loin  (problème  40), 


a  -'r-  ib  \lr^ —  «^ 

cm  = dr; 

''^  rJia  -h-  ib]'^  —  /-^ 


on  a  donc 


, ,    ,        <7  -I-  2  6  V  /  '  —  ^^ 

r«j,'(r)z- 


et  les  formules  (2)  deviendront 

a  -r-  2  b  \j /•''  —  a"^  I 


«  ,J[a-^lbY—r'        F'(Xj 

F(X)=   -        '' - 

Vi4-F'^(X) 

Eliminons  /■  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 


F(x)F'(x)  =  ^LAiL_+_3iqiIlffl 

''      '      "-      I  a  -r-  lb 
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OU  bien 

a  dX  =  (  «  -t-  2  ^  ! 


d'où,  en  intégrant, 


rt(X  — Xo)  =—  («4-  2i)  v'(rt  +  26)'— Y^ 
a'(X  — X„)'4-(a4-2è)2Y^=i(a  +  2è)«; 

ainsi,  quand  une  épicycloide  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe,  le  pôle  de  l'épicycloïde  décrit  une  ellipse  dont 
l'un  des  axes  coïncide  avec  la  droite  fixe;  ces  deux  axes 

ont  du  reste  pour  valeurs  — et  2  («  H-  20}. 


Problème  n°  23. 

Quel  le  couj'be  doit-on  faite  rouler  sur  une  ellipse  pour 
e/u'un  poin!  lié  invariahlenienl  à  cetie  couj-he  décrive  le 
grand  axe  de  l'ellipse? 

Nous  avons  \c\f[x)  =  -  yjcr  —  .r',  F(X)  =  o;  les  équa- 
tions (1)  de  l'article  cité  plus  haut  deviendront 


,  —  I  a  \ja-  —  .t' 

b    , 

O  =/ ( •'»^)  -<-  rz=z  r  -, \!a-  —  .r'. 


Éliminons  x  entre  ces  deux  équations,  et  nous  trouverons 

ho'[r)=      ^_ 

ou  bien 

clr 


^  s/b^ 


APPLICATION    DU    CALCUL    INTÉanAL.  2J  I 

d'où,  en  inlégrmil, 

h  ,  ,  .    r 

-    9  —  0 J  =  iircsMi  -» 
a^  '  o 

r=  />sin-(0  —  0„). 
a 

Telle  est  l'équation  de  la  eouibe  cherchée. 

Problème  n"  24. 

iSiir  r/uclla  coii/'bc  doil-oii  faire  rouler  une  cardioïde 
pour  (jue  son  pôle  décrire  une  ligne  droile  P 

L'équation  de  la  cardioïde  rapportée  à  son  pôle  est 

/•  =  rt  (  1  H-  cos  0  )  ; 
on  a  donc 

/•  —  (i  f 

0  =  arc  cos i=  ?('')•>      <^^''^'''      '}''('')  ~ 


y  2  ar  —  /-^ 
Les  équations  (i),  quand  on  y  fera  F(X)  =  o,  deviendront 


V    ?.«  —  /•         /'(.r)  ' 

O  =/(j^)  -f-r. 

Si  l'on  élimine  /•  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
Posons  j'^  =: — fi^x)^  et  nous  aurons 


d.r         V         j)^ 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  a  roulant  sans  glisser  sur  Ox. 


aSa 
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Problème  n«>  25. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  il  existe  une  rela- 
tion donnée  entre  le  rayon  de  courbure  o  et  le  rayon  de 
courbure  correspondant  p'  de  la  développée. 

Soit  o'=ç(|o)-  soit,  en  outre,  oc  l'angle  de  la  tangente  à 
la  courbe  cherchée  avec  l'axe  des  j:;  on  a 


par  suite 


J    ?(P) 

De  cette  équation  on  tirera  p  en  fonction  de  s;,  et  l'on  ren- 
trera dans  les  conditions  d'un  problème  traité  précédemment 


APPLICATIONS. 

1°  trouver  les  courbes  telles  que  la  distance  de  chacun 
de  leurs  points  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la 
développée  soit  constante. 

Soit  a  cette  longueur  constante;  nous  aurons 

p'-t-    f''  =  a\ 


P         ./. 


doL=zh 


—  '^ 
dp 


v/«^--p' 


a  —  aj  =  zt  arc  sia  - 1 
a 


p  ==±(1  sin '  a  —  a, ]  ; 
donc  les  courbes  cherchées  sont  des  cycloïdos. 
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2"  y roiivcr  les  courbes  Icllcs  ijik-  le  rayon  de.  courbure 
de  la  courbe  et  celui  de  lu  déi^eloppée  soient  liés  fxw  la 
relntion 


Un  aura 


ë- 

p'='V' 

a- 

.    do 

^  «•/a  =:  zh 

.         d? 

v'- 

0' 

^(«-ao) 

=  ±  arc  sin  -  » 
a 

p  =:  zt  rt  sin  -  (  a  — 

-  «o); 

donc  les  courbes  cliereliées  sont  des  épicycloïdes, 
3°   Trouver  les  courbes  telles  que  V  on  ait 


Nous  aurons 


p  ^  =  2«p. 


On  tire  de  là,  en  appelant  p"  le  rayon  de  courbure  de  la 
développée  de  la  développée, 


d- 


^         do.-' 


Cette  dernière   courbe  est  donc  un  cercle,  et  la  courbe 
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cherchée  est  l'une  des  développantes  de  la  développante  de 

cercle. 

4"   Trouver  les  courbes  Lelles  que  le  triangle  formé  par 

chaque  point  de  la  courbe,  le  point  correspondant  de  la 

développée  et  le  centre  de  courbure  de  celte  développée 

aient  une  sur j ace  constante. 

On  doil  avoir 

,       a-  ûclp        a- 

2  «a  2 

p-'=  à'[a.  —  au], 

OU,  eu  ne  tenant  pas  compte  de  la  constante,  ce  qui  ne 
change  pas  la  forme  de  la  courbe, 

p^  =  rt^a, 

fis 


?  ="  V* 


lrj,= 


dct. 


on  en  déduira 


:o 


dx  :=z  a  y  a  cos  a  dx. 
dj  z^  a  \jx  sin  a  dx, 

—  =z   \       y'a  COSaf/a, 
«        Jo 

y      C"  -  ■ 

—  =   I       il' a.  sin  xdx; 


on  aura  donc,  par  deux  quadratures,  x  c\.j  eu  louction  de 
la  variable  auxiliaire  a  5  l'arc  de  la  courbe  représentée  par 
les  équations  (i)  se  trouve  aisément 5  on  a,  en  ellbt, 

ds  =  a  y/a  «"/a, 

._3«a 

pour  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  de  l'origine. 
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Problème  n»  26. 

TronviT  les  cuiirhes  tellns  que,  enire  les  rayons  de 
courhuic  (le  la  courbe  et  des  deux  premières  développées, 
on  ail  la  relation 


Ou  lire  de  là 

(^) 

d'-p         f  dp 

d'p         dp 

dx-         dx 

dp-   p' 

doL 

en  intégrant  et  désignant  par  m  la  constante,  il  vient 

Ing—  =  logo  +  logm, 

dp  dp 

~-  :z=  nip,       mdx  =  -^; 
da  p 

intégrant  de  nouveau  et  appelant  loga  la  constante,  on  aura 

ma  =:  logp  —  log«, 
p  =  ae""^  ; 

les  courbes  cliercliécs  sont  donc  les  spirales  logarithmiques. 

En  partant  de  l'équation  (i)  pour  arriver  à  l'équation  (2), 

d^s 
nous  avons  admis  implicitement  que  p''  était  égal  à  -+-  -— ; 

d^s 
mais  il  peut  être  égal  aussi  à —^  •  Dans  ce  cas,  nous 

aurons 


d'û      (  dpY- 
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OU,  eu  appelant  b^  une  constante, 

JNous  retombons  sur  le  dernier  exemple  du  problème  pré- 
cédent. 

Problème  n»  27. 

Trouver  les  courbes  telles  tjue  la  différence  des  ray  ans 
de  courbure  de  la  courbe  et  de  la  seconde  développée  soit 
constante. 

On  doit  avoir 

Prenons 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est.  eu  dési- 
gnant par  a  et  v.q  deux  constantes  arbitraires, 

p  =  /  -t-  .'/  siiî  (a  —  ag  ) . 

Si  l'on  avait  seulement 

p  =z  a  siu   a  —  ao^, 

la  courbe  chei'cliée  ser-ait  une  cycloide.  On  voit  qu  il  sullit 
de  porter  sui-  les  normales  de  cette  cvcloïde  une  longueur 
constante  /  pour  avoir  la  courbe  demandée;  celle  courbe 
est  donc  une  courbe  parallèle  à  la  cvcloïde. 

Si  l'on  i)rend  p"  =^  -—-■>  on  trouvera 
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l'intégrale  générale  de  celle  étjualion  est 

a  etb  désignant  les  deux  constantes,  la  courbe  cherchée  est 
une  courbe  parallèle  à  celle  qui  vérifie  l'équation 

p  =  rt6'*  -i-  Ae-». 
Pour  cette  dernière,  on  aura 

./•  =  «/^"  cos  a  ficu.  -4-  bJ'fT''-  cos  xdu, 
y  =  dje"^  sin  xd-j:  -\-  f>Je~'^  sin  a  dy. 

OU,  en  elîectuant  les  intégrations  et  ne  tenant  pas  compte 
des  constantes, 

o..r  =       rte''(cosa  -f-  sina)  —  ie~"(cosa  —  sina), 
2  j  =:  —  «e"  (  cos  a  —  sin  «  )  —  ^>e~"  (  cos  a  -h  sin  a  ) . 

En  appelant  /•  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe,  on  a 
2/'^=:  rt'e "4- /y-Y'"-*     ou      2/-=  jS" —  -j.ab. 

Ainsi  celte  courbe  jouit  de  celte  propriété 

On  la  construira  d'ailleurs   aisément  à   l'aide  des  équa- 
tions (i). 

Problème  n»  28. 

Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  on  a 

ny-f=L 


T.  —  Rec. 


d'p 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

p  = }-  «  sin  nia.  —  a, ,  ; 

'  «-' 

donc  la  courbe  demandée  est  une  courbe  parallèle  à  une 
épicycloïde. 

^-    ^  -  ch?  • 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

p  = 1-  «e"'  -i-  be-"'^; 

'         n- 

la  courbe  cherchée  est   parallèle  à   celle  représentée   par 

l'équation 

p  =  rte"'  -h  he-"'^. 

Pour  celte  dernière,  on  trouve  sans  difficulté 

a  .  b 

(?""  (  n  cos  a  -I-  sin  a —  e~"'  (  «  ces  a  —  sin  a  , 


«^  -h  I        ^                            '        «'4-  I 
>  = e"*   «  sin  a  —  cos  a e""'  1  n  sin  a  -f-  cosa  i . 

•  /2-  +  I  ^  ^  «-  -f-  I  ^ 

lieinarque.  —  On  voit  que,  si  l'on  demande  de  trouver 
une  courbe  telle  qu'il  existe  entre  les  rayons  de  courbure 
successifs  une  équation  de  la  forme 

\o  H-  Vp'  -f-  yy-^ ...-+-  )('')pC'')  =  >(''+'), 

où  À,  À', .  .  . ,  X("+'^  sont  des  constantes,  on  aura  à  intégrer 
l'équation  linéaire  et  à  coetlicients  constants 

qui  fera  connaitre  p  en  fonction  de  se  et  de  fi  constantes 
arbitraires,  après  quoi  l'on  rentrera  dans  un  problème  déjà 
traité. 
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Problème  n»  29. 

Trouver  les  courbes  (jui  sont,  égales  à  Irurs  dé^>eIoppée5. 

Nous  connaissons  deux  courbes  jouissant  de  cette  cu- 
rieuse propriété,  la  cydoïde  et  la  spirale  logarithmique^ 
nous  nous  proposons  de  clierclier  les  autres  courbes,  s'il  y 
en  a. 

JNous  chercherons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

qui,  comme  nous  l'avons  vu  déjà  plusieurs  fois,  détermine 
entièrement  la  forme  de  la  courbe.  Pour  la  développée,  on 
aura 


par  suite 


p'  =  ±/' 


Cette  équation  devra  coïncider  avec  celle  de  la  courbe  (i),. 
qui  aurait  tourné  d'un  certain  angle  c/.o^^  ainsi  nous  devrons 
avoir 


ou  simplement 

(2)  db/'(a)=3/(a4-a„). 

Cette  équation  (2)  devra  avoir  lieu,  quel  que  soit  a,  avec 
une  valeur  déterminée  de  la  constante  «o.  Si  nous  suppo- 
sons que,  pour  faire  coïncider  la  courbe  proposée  avec  sa 
développée,  on  est  obligé  de  la  retourner,  nous  aurons 
l'équation 

(3)  ±/'(a)=/(a„-a). 

ï7- 
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Le  problème  dépend  maintenant  des  équations  fa)  et  (3). 
Considérons  d'abord  cette  dernière  équation^   nous  en 
déduirons,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a, 

(4)  =F/"(a)=/'('.o-a); 

mais,  (Ml  changeanl  dans  récjualion  (3)  a  en  a^ —  2,  on  a 

(5)  ±f[y.,-y.]=fU], 

et,  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (4) 
et  (5  ),  il  vient 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 
/(a)  =  asinfa  —  a'), 

a'  et  a  désignant  deux  constantes-,  nous  avons  donc 

p  =  «  sin  la  —  a'  ), 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cyeloïdt;;  nous  retrouvons  donc 
cette  courbe,  et  nous  voyons  que  c'est  la  seule  qui  vérifie 
l'équation  (3). 

Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  (2). 

Supposons  que  la  fonction  f[y-)  puisse  se  développer 
comme  il  suit  : 

(6)  /(a)  =  Me""*  H- Ne"»  4- 

M,  N,  m,  w, . . .  étant  des  constantes,  et  voyons  si  l'on  peut 
déterminer  ces  constantes  de  façon  que  l'équation  (2)  soit 
vérifiée-,  on  devra  avoir,  quel  que  soit  a, 

±  (M  wfc-""  +  N/?6'"°'  4-  .  .  .  )  =  Me"'e''%  +  jNV"e"»o  -h  .  .  . , 
ce  qui  conduit  aux  équalicnis 


1. 
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Ainsi  IfS  coc'lIicicnLs  M  di-  l'expression  dv  J  {a]  vv.slr.ni 
arbitraires-,  mais  toutes  les  quantités  ///,  «, . . .  doivent  vé- 
rifier l'équation  [y).  Nous  ne  considérerons  (jue  le  sii;ne  -\- 
dans  celte  équation,  et  nous  prendrons 

(8)  mrrrr'-c. 

En  changeant  en  elVct,  dans  cette  dernière  équation,  //*  en 
—  m  et  a'o  en  —  ao,  on  aurait  l'équation 

—  m  =  e""<i. 

Nous  avons  discuté  l'équation  (8),  pag(î  loo,  et  nous 
avons  vu  que,  si  oCq  est  négatif",  elle  a  toujours  une  racine 

positive^  si  <Xç,  estpositilet  plus  j)etit  que  -■>  elle  en  a  deux, 
m  et  71,  liées  par  la  relation 

logm  _  log«  ^ 
^"  m  n 

JNous  pourrons  donc  prendre 

/(a)  =  Me"'* 
et  auSsi 

(lo)  /(a)  =  MÉ^^  +  Ne"», 

m  et  n  vérifiant  la  condition  (9)  ;  nous  trou\ons  ainsi  après 
la  cycloïde,  comme  courbes  égales  à  leurs  développées,  la 
spirale  logarithmique  et  la  courbe  définie  par  l'équa- 
tion (lo);  nous  avons,  du  reste,  montré  directement, 
page  97,  que  cette  dernière  courbe  est  bien  égale  à  sa 
développée. 

Voyons  maintenant  si  l'équation  (8)  admet  des  racines 
imaginaires.  On  voit  immédiatement  que,  si  elle  admet  la 
racine  m  =  7/1'-+-  ni"  yj^ —  1,  elle  admettra  aussi  sa  conjuguée 
m  =  m' — rn"\J —  i-,  cette  racine  donnera  donc,  dans  l'ex- 
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pression  (6), 

/(a)  =  Me*^"''+"'"\'-')—  Ne'' ("■'-"'")  v/^ 

OU,  en  changeant  les  constantes  M  et  N  en  d'autres  conve- 
nablement choisies  P  et  Q, 

(11)  /(a)  =  Pe'"'-^cosm"y.  -+-  Qc"'"*  sin/w"a. 

Cherchons  donc  les  racines  imaginaires  de  l'équation  (  8)  ^ 
posons 

(12)  m  =:  —  [cosi> -h  \/ — isinr), 

et  nous  devrons  avoir 

—  (coscH-  \/— isinc)  —  e«f°s''+\/-'«s'"'' 

_-  e"tos^jç.yg  ^y  sine)  -f-  \ —  I  siii  [u  sint^jj. 

Nous  tirons  de  là 


u  SIIIP  =  v, 

€t  par  suite 

(i3) 

]             sinp 
]      f 

'    suie 

Telles  sont  les  équations  propres  à  déterminer  u  et  ^'.  Posons 


F(^•)  =  ^— f-"»'", 
'       sin  »• 


et  nous  trouverons 


F'(»')  =  -r— -  e-"^°^'\(t>  —  sinr  cosr','  4-  sinS'l, 


sin^j' 
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et  faisons  varier  v  de  zéro  à  -f-  co  •  de  zéro  à  tt,  F'(v')  est 
positif-,  cette  dérivée  est  négative  quand  u  varie  de  7r  à  2  7r: 
de  2  7r  à  3?:,  elle  est  positive,  etc.  Donc,  i^  vaiiant  de  zéro 
à  TT,  la  fonction  F  est  constamment  croissantt;  ;  elle  est  con- 
stamment décroissante  (juand  u  varie  de  tt  à  :>.?:,....  On  a, 
du  reste,  en  désignant  par  e  une  quantité  infiniment  petite, 

F(c)  =  ->  F(      7Z-—   £)=  +  00, 

F(     7T-4-£)=:0,       F(27r  —  £):=—  CO, 
F(27rH-E;  =  0,       FfSîT —  £)=4-CO, 


Donc,  u  variant  de  zéro  à  t:,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 
une  fois  seulement  par  chaque  valeur  positive  supérieure 

à  -:  ^^  variant  de  t:  à  2  7r,  la  fonction  F  passe  une  fois  et 
e 

une  fois  seulement  par  une  valeur  négative  donnée,  et 
d'ailleurs  quelconque,  etc.  Donc,  que,  dans  la  dernière 
équation  (i3),  y.^  soit  positif  ou  négatif,  il  y  aura  une  in- 
finité de  valeurs  de  i^  vérifiant  cette  équation,  et  la  première 
équation  (i3)  donnera  toujours  une  valeur  de  u  correspon- 
dant à  chaque  valeur  de  v.  En  mettant,  pour  plus  de  clarté, 
dans  l'expression  (i  i),  au  lieu  de  m'  et  ni"  respectivement, 

u  II        u'    .  t'  1 

=  —  cot^',  m'  :=  —  %\\\v  =  —1  appelant  i^j,  t^,,... 


u  ces  i' 


les  racines  de  l'équation  -. —  e   '"^°'''  =  ^o,  nous  aurons  donc 
^  sm  p 

les  solutions,  en  nombre  infini. 


t'i      \     —cote, 


/[a]  =  (Pi  ces  -  a  -I-  Q,  sin  —  a  )  e 

/  l'î  .     1*1    \    - 

/(  a  )  =:     Pj  ces  —  a  4-  Qî  sia  —  a  I  e"  • 

\  «0  «0       / 
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et  celles  qu'on  peut  former  avec  les  précédentes  par  voie 
d'addition  et  de  soustraction. 

Voilà  donc  une  inCnité  de  courbes  égales  à  leurs  déve- 
loppées. 

Problème  n»  30. 

On  d&iiande  [fig-  40  (^'^  trouver  une  courbe  telle  que, 
C  désignant  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  C  Le 


Fi".  '.  I 


point  correspondant  de  la  développée,  (Z"  le  point  cor- 
respondant de  la  développée  de  la  développée,  ....  les 
points  C,  G",  C'^, .  . .  soient  en  ligne  droite. 

On  doit  avoir,  dans   les   triangles   rectangles    CC'C'', 

c"a"o\ 


C'C"        C"'C' 


ce         C"C" 


ou     —  =  '— 


Or,  a  désignant  l'angle  que  fait  avec  O.r  la  tangente  au 
point  C,  on  a 


p  -^ 


dâ? 


il  en  résultera  donc 


rfp 

rf> 

da. 

,    dx> 

—  -4- 

T 

d'p 

da* 

APPLICATION     DU    CALCUL    IKTKGHAL.  uGÎ) 

Nous  ne  considérerons  cjuc  le  cas  du  signe  H-,  et  nous  au- 
rons alors 

c?Iogp  =  rflog--^^; 
intégrant  et  désignant  la  constante!  par  A,  il  viendra 

Remarquons  qu'on  tirera  de  là 

d"-^-p         fl"p 
da"-^-  dot." 


<■/»+' û         d" 


doL"-*-'         r/x"-' 

et  par  suite  tous  les  points  C,  C",  C"',  C^', .  . .  seront  en 
ligne  droite,  et  aussi  tous  les  points  C,  C",  O, . . . . 

Dans  l'équation  (i),  prenons  A  =  —  7?i%  et  nous  aurons 

— ^  H-  nf  0  =:  O  ; 
dcc-  ' 

d'où,  en  désignant  les  constantes  par  a  et  Xoi 

p  =  a  sin  m  (  a  —  a„  ) , 

ce  qui,  comme  ou  l'a  vu,  page  211,  représente  des  épicy- 
cloïdes. 

Faisons  maintenant  k  =  -+-  tn^^  et  il  viendra 

d^-p 

-—L—ni'o  =  o\ 

da? 

d'où,  en  appelant  les  constantes  A  et  B, 

(2)  p  =  Ae"'*+B<?-'"°'. 

Nous  avons  déjà  rencontré  cette  équation,  page  aSS^  elle 
comprend,  comme  cas  particulier,  la  spirale  logarithmique. 
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Ainsi  nous  trouvons  toutes  les  cycloïdes,  toutes  les  épi- 
cycloïdes,  toutes  les  spirales  logarithmiques  et  toutes  les 
spirales  définies  par  l'équation  (^2). 

Voici  {fig-  42)  la  disposition  des  centres  de  courbure 
successifs  de  la  spirale  logarithmique  : 

Fig.  42. 


O  est  le  pôle  de  la  spirale,  OC  et  OC  sont  deux  droites 
rectangulaires  ^  on  a 

OC  —  m  OC, 
OC"=rw-OC, 
OC"'=w'OC, 


Problème  n°  31. 

Trouver  une  courbe  telle  que  l' angle  fornu'  avec  la  tan- 
gente en  un  point  ijuelconque  de  cette  courbe  par  l'un  des 
axes  de  la  conù/ue  qui  a  en  ce  point  avec  la  courbe  un 
contact  du  quatrième  ord/e  soit  constant. 

D'après  les  formules  du  problème  36,  première  Partie, 
l'équation  de  la  conique  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male de  la  courbe  étant 

Aj'-h  2B.rr  -f-  C.r'-4-  2Dj  =  0, 
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on  a 

C  =  -9P'. 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cherchée  et  a 
l'angle  fait  avec  une  droite  fixe  par  la  tangente  de  cette 
courbe.  L'angle  /,  qui  doit  être  constant,  est  défini  par 
l'équation 

?.B  ^  dx 

tune  2  À  = 


On  aura  donc 


\dxl         ^  dx^ 


ptt: 


ou  bien 


^'â)-3.S    ''■ 


5~       3^ 

d'x  dot.''   

0  dp 


da 
en  intégrant,  on  trouve 


5  log  p  —  3  loi,'  —  =  —  3  /  a. 


dp 
Th. 


Je  ne  mets  pas  de  constante  ;  cela  ne  change  rien  à  la  forme 
de  la  courbe.  Il  vient  ensuite 


du 

=  - 

-  ku. 

e'"'d'x  = 

P 

-dp. 
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Intégrons  de  nouveau  et  désignons  par  h'  une  constante 
arbitraire,  et  nous  aurons 

c'^—  /.'  3  -^ 


^--^^ 


X  et  }'■  seraient  déterminés  ensuite  par  les  formules 

X  =yp  cos  y.  dy., 
y  =yp  sinx<^/a. 

Lorsque  /'=  o,  on  retrouve  la  spirale  logaritliiuique. 

Problème  n°  32. 

Trouver  une  courbe  lelle  ijue  la  couK/ue,  (/ui  en  chacun 
de  ses  points  a  avec  elle  un  co?itacf  du  (juatriènie  ordre, 
soit  toujours  une  parabole. 

Nous  devrons  avoir  AC  —  B"  :^  o,  et,  en  remplaçant  A, 
B,  C  par  les  valeurs  rappelées  dans  l'exercice  précédent, 
nous  aurons 


(lai'  \  il  y 

Cette  équation  différentielle  du  second  ordre  ne  contenant 
pas  a,  nous  ferons 

l'équation  (i)  deviendra 

3  on  dp  .           d.p^          8 

— '— 4/''  =  9p'  **"  ^^*-''i     ~~i -TT-  p^  =  bo 

dû                           '^  dp           ào                ' 
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Voilà  une  équation  linéaire  qui  va  nous  donner 

p-^-  =  p'  (ôC  _  9p"  ^)  =r  6Cp"  -  9p'; 

on  en  conclut 

-  1 

d.p         _3  r/.p'  _      3  d.f' 


iIt. ^ 

pV6Cp^— 9     ^p^VGCp^'— 9  ^V6Cp'^-9p' 

en  intégrant  sans  ajouter  de  constante,  on  aura 

3p~^— C 
0.x  ■=■  arc  cos  — — ; — —•, 

3p   ^  =  C -h  C  cos?. a.-=  aCcos^x, 

_3^ 

2C 


t' 


•^  cos^  a 

En  prenant  l'axe  des  j'-  pour  celui  des  x  et  inversement, 

l'équation  précédente  pourra  s'écrire    o  =: —. —  »   et   nous 
'  ^  '  sin^a 

avons  vu,  page  208,  que  cette  équation  est  celle  d'une  para- 
bole. Ainsi  les  courbes  cherchées  sont  des  paraboles,  et 
alors  la  conique  coïncide  avec  la  courbe  dans  toute  son 
étendue. 

Problème  n°  33. 

Trouwej'  la  courbe  telle  qu'en  chacun  de  ies  points  il 
existe  une  hjperbole  équilatère  ayant  avec  la  courbe  un 
contact  du  quatrième  ordre. 

Conservant  les  notations  précédentes,  nous  devons  avoir 

A  -j-  C  =:  o      ou  bien     3  o  — '-  —  5    -p  )  —  1 8  p'^  =  o. 
'    cla}  \  nx 
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„    .  dû  ,,     .    r/'û  pdp 

r  aisons  encore  -^  =  p.  d  ou  -7-^  =  '-—  ,  et  nous  aurons 

du  dy.-  dp 

-^---5/.    =i8p-, 
c?./>^         I  o 


l'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  est 

p-  =  c, '  [a—  9p  ' j. 


r  =  Oç!"  - 

-9r 

Kâ)'' 

«fa  — 

dp 

_  3 
2 

2 

d.o' 

P^Op^-9 

pVc^p^- 

-9 

dx  = 

3         d.p~"' 
2      / 

i 

Intégrant  sans  ajouter  de  constante,  nous  avons 

2 


2a=::arccos 


p      ^3  cos2a. 


P=  le  )    (cosaaj 


P  = 


X  et  ^  désignant  ensuite  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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cont|Uc  de  la  tourbe,  il  viendra 

.r  —  j'.         fp                              r        c/sina  sina 
=   i   ^  Cosarta=         1 =  1 

^  ""  J    (i-2sin'a)^        V^^"^^* 

y  —  .r„        r?   ■       j  ('       d cosa  cosa 


— —=  /    -sina<7a  =  —    / 


>cos'a-l)'        V'^^'^^^ 
d'où  l'on  déduit 

Ainsi  la  courbe  est  elle-même  une  hyperbole  équilalère,  et 
la  conique  coïncide  entièrement  avec  elle. 

Problème  n°  34. 

Trouver  une  courbe  telle  ijue  l' ellipse,  (jui  a  en  chacun 
de  ses  points  avec  elle  un  contact  du  cpiatrihnie  ordre,  ail 
une  surface  constante. 

L'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  la  tangente  et  à  la 
normale  de  la  courbe  étant 

Aj^  +  l'&Xf  -i-  C.r'  -t-  2Dj  =  o, 

sa  surface  est 

ttCD^ 


(AC  — B^ 

On  doit  donc  avoir 

AC  — B 


=:/• 


C'D  = 


ou  bien,  en  remplaçant  A,  B,  C,  D  par  les  valeurs  suivantes, 
trouvées  dans  le  problème  36  de  la  première  Partie, 


dx 


--g-9.-4| 
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nous  aurons 


iNous  sommes  conduits  à  poser  p    =u\  nous  en  dédui- 
rons, par  un  calcul  facile,  que  l'équation  (i)  devient 

Cette  équation  ne  contient  pas  a;  nous  poserons  donc 
du  ,       tf  u         pdp 

-—  =:/>,         d  OU =    —•, 

d'x  d-j?  du 

et,  au  lieu  de  l'équation  (2),  nous  aurons 

^u^du  -i-  u  d.p-  —  p-  du=z  ^h  du 


ou  bien 


u  u- 


Intégrons  et  désignons  la  constante  par  8C,  et  nous  aurons 

£^4„  =  _i^^8^,^ 

U  u 

d'où 

"~  dx 


du  — 

p=:r  =±\/— 4/  -i-8cu  — 4«', 


idx  =± 


yJO  —  /  —   //  —  c 


Intégrons  sans  ajouter  de  constante,  et  nous  trouverons 

«  — C 


2  a  =  arccos 


C=—  /- 


u  =  C  -+-  y  C-  —  X  COS  2  a  r=  p 
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Nous  voyons  donc  [fg-  44)  que, dans  la  Icmniscatc.  Taire 
Fie-  44. 


du  secteur  MOMq  est  la  moitié  de  celle  du  triangle  OMA. 

Problème  n"  36. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  triangle  formé 
par  la  tangente,  la  normale  et  la  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle,  a  une  surface  constante. 

On  pourrait  ramener  ce  problème  au  précédent,  mais  il 
est  plus  simple  de  le  traiter  directement;  on  trouve 


d'où 


rdr       r^dQ 
d^           dr 

/dr\-              dr 

o, 

^£="'^^^^-^^'- 

d.r' 

9.d9  =  

•) 

«=  zt  \/a'  — 


et  l'intégration  s'effectue  aisément. 


i8 
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Problème  n"  37. 


Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  normale  et  la 
tangente  polaires,  N  et  T,  sont  liées  par  la  relation 


On  aura 

(0 


Soit  — -  =  /'M  :  il  vieudra 


N2 

T2 

=  I. 

dr- 

dQ' 

-h 

d9- 

1 

;    -f- 

/< 

a^ 

b- 

dr^ 

/■^(i  -h  «')     ^    r=^i 


abu 


I, 


\/(l  -+-«=)  («=-t-  /î'^z/'i 

rf9   = ^, ; r  du. 

u  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  ;  la  courbe  pourra 
être  construite  facilement  avec  les  valeurs  précédentes  de 
r  et  de  dB-^  rien  n'empêche,  du  reste,  d'eûectuer  l'intégra- 
tion et  d'obtenir  B  en  fonction  de  u.  Remarquons  que  la 
variable  auxiliaire  u  n'est  autre  chose  que  cot  ^  . 

Problème  n»  38. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous -tangente 
polaire  est  une  fonction  donnée  de  la  sous-normale  po- 
laire. 

La  première  de  ces  longueurs  a  pour  expression  — — ■>  la 


seconde  -.- • 
^9 
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d'où 


(  C  4-  y'C-  —  /■  CCS  la.)' 


expression  de  la  forme  p  =- ^ -^ .  Nous  avons  vu, 

(I  -}-/'cos'a)^ 
page  21 4,  que  cette  équation  représente  des  ellipses;  donc 
la  courbe  cherchée  est  une  ellipse  quelconque  ayant  une 


surface  égale  à  la  surface  donnée. 


Problème  n»  35. 


Trouver  {fig.  43)  une  courbe  Mo  M  telle,  que  l'aire  du 
secteur  MqO^I,  compris  entre  un  rayon  vecteur  fixe  OMq, 
un  rayon  vecteur  quelconque  OM  et  la  courbe,  soit  dans 

Fig.  43. 


un  rapport  constant  avec  V aire  du  triangle  OMA,  formé 
par  le  rayon  vecteur  OM,  la  perpendiculaire  OA  sur  le 
rayon  vecteur  et  la  normale^lh.. 
On  doit  avoir 


(i)  -    /      r^M  —  -  OM.OA  =  -  ^^ 


/ /    rdr  _  k   cl.r- 

2   'df  ~'^   ~dh'' 


différentions,  et  nous  trouverons 

2    r/92 
(2) /2  — G. 

^   '  dd^        k 

T.  —  Rec.  18 


2^4  TROISIÈME   PARTIE. 

C'est  là   une  équation  linéaire  qui  nous  donne ,  si  k  est 
positif,  en  désignant  les  constantes  arbitraires  par  A  et  B, 


9J2  _6v/- 


L'expression  ——  5    pour  G  =  o,  se  réduit  à  1/  -7  (A  —  B)  ; 
d'après  l'équation  (i),  elle  doit  être  nulle  ;  nous  avons  donc 

A  =  B; 

il  en  résulte 

pour  l'équation  de  la  courbe,  qui  est  une  spirale. 

Supposons,  en  second  lieu,  k  <^o.  Soit  A=  —  A':  l'équa- 
tion (2)  nous  donnera 


H=:A'cos     e*/  I-  j  +  B'sin     Oi/y; 


y/|,  j  +  B'sin(^o  y/ .^, 


La  valeur  de  -4—5  pour  6  =  0,  est  B'  t  /  -f-:  on  doit  donc 

dQ      ^  '  V    ^ 

avoir 

B'=o. 

Faisons  A'^=  a^,  et  il  viendra 


r'  =^  a.'  cos  I  ô  \  /  -T7 


V 


Un  cas  intéressant  à  remartiuer  est  celui  de  k'  =  -:  on  a 

^  2 

alors 

r^=:  .'/-cos 2 9, 


équation  d'une  leraniscatc. 
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Problème  n«  39. 

2'rouver  les  courbes  telles  (jue  le  ra-)  on  de  courbure 
soit  dans  un  rapport  constant  a\'ec  la  normale  polaire. 

Soient/;  la  dislance  de  la  tangente  à  l'origine,  /'  le  rayon 

vecteur,  p  le  rayon  de  courbure,  V  l'angle  de  la  tangente  et 

r  /*' 

du  rayon  vecteur:  la  normale  polaire  est  -t~^,  ou  —5   en 
•^  ^  sinV  /» 

tenant  compte  de  la  relation  p  -  -  ;■  sinV.  D'après  l'exercice 

rdr                                 1              I       1 
suivant,  p  =  — -  \  donc,  en  appelant  le  rapport  con- 
stant, nous  aurons 

rdr  r-  dr        dp 

—-  =  ■ ^      ou       [n  n-  I    —  —  —; 

dp  [n  -r  ijp  r  p 

en  intégrant  et  désignant  par  a  la  constante  arbitraire,  nous 
aurons 


Ainsi,  dans  les  courbes  clierchées,  la  distance  de  la  tangente 
à  l'origine  est  proportionnelle  à  la  puissance  «+  i  du  rayon 
vecteur.  Remplaçant,  dans  la  formule  précédente,  p  par 

.    ^j  r'd^ 

r  sm  V  = :  •>  nous  trouverons 

sJdr^-\-  t'^d^i' 

d%  /"- 


Elevons  au  carré  et  résolvons  par  rapport  à  J9,  il  viendra 


ou  bien     n  dO  = 


Intégrons  et  désignons  la  constante  arbitraire  par  (/(,,  et 
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nous  aurons 

n  (9  —  9ffl]  =  arc  sin  I  - 


d'où,  en  faisant  abstraction  de  la  constante  601  fjui  ne  mo- 
difie pas  la  forme  de  la  courbe, 


/•=  a(sin/zô)". 

Ces  courbes  ont  été  rencontrées  déjà  dans  le  problème  14 
de  la  troisième  Partie;  il  est,  par  conséquent,  inutile  de 
faire  des  applications  en  donnant  à  7i  des  valeurs  particu- 
lières. 

Problème  n"  40. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
hure  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  projection  du 
rajon  vecteur-  sur  la  normale. 

Nous  allons  commencer  par  donner  une  expression  du 
rayon  de  courbure,  qui  est  souvent  très-utile.  On  a 

ds 


dO  4-  dY 


V  étant  l'angle  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  le 
rayon  vecteur  ; 


dr  rdQ 

COsV=:— î        SinV^r— —  . 

di  ds 


On  en  déduit,  en  éliminant  ds  et  dd, 

dr  rdr  r  dr 

°       cosVrf9-f~  cosVrfV        sinV/'/z-H- /-cosV/^/V        ^.rsinV 


Cette  formule  p  =   ,.—-■>  ou  encore,  en  appelant  p  la 
'         r/. /sinV 
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On  aura  donc 

r^M  Idr 

dr 
équation  entre  les  quantités  —  et  /'.  Si  l'on  peut  résoudre 

l'équation,  on  en  tirera 

dr  ,      ,  .,    ,         ,^  dr 

-  =  ,(..),      dou      rf9  =  ^-,7Tj' 

et  le  problème  sera  ramené  aux  quadratures. 

Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (  i  )  par  rapport  à 

dr  „ 

—  5  on  lera 
d9 


dQ 
il  viendra  ensuite 


dr 


T   =    \/uf[u), 

n/«/(«) 


,^^f[u)-._uf[u)_. 


et  l'on  aura 

-?.  u  \/uJ  [u] 

et  les  équations  (2)  et  (3)  donneront  ?•  et  Q  en  fonction  de 
la  variable  auxiliaire  u. 


APPLICATIONS. 

1°  Trousser  les  courbes  dans  lesquelles  la  somme  de 
la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  est  constante . 

On  a  ici 

/-'rfô         dr  _ 
dr      '    dê^^  ' 
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On  peut  résoudre  par  rapport  à  —  >  et  l'on  trouve 
dr 


d9  ^ 

dr 

d9  = 


En  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  S^.  il 
vient 

l  ±  \fP  —  'r^       l  =h  Jr'^^'- 

()  —  9o  =  2  arc  tang 

r  r 

1^  La  sous-tangente  est  proportionnelle  à  une  puissance 
donnée  de  la  sous-normale . 

Ici 

f[u)  =  h-'u\ 

r  =  ku  ~^, 

«-(-1      "JZl 

0   —   00  =  /■ U      î      , 

n  —  I 
d'où 

n  4-  I 

r  r=  /■'(  %  —  ^,  Y^\ 

3°  La  somme  des  carrés  de  la  sous-tangente  et  de  la 
sous-normale  est  constante. 
Ici 


f[u)  =  sla-^-u\ 


r=  \u  s/a'' —  «', 


u- 

dd  =  —r ;  du  ; 


«     «■*  —  u 


U  varie  de  zéro  jusqu'à  a;  on  discutera  sans  difficulté. 
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V   m      I 


/•variera  de  CPtto  limite  infc'ricurcà:  -  oo  .  Pour/ 

—  -..  tangV  est  infini 5  la  courbe  est  normale  à  l'axe  po- 
laire. Pour  /•  ^:::=  oo  ,  6  =:=  00  ,  on  a  la  spirale  représentée  par 
la//^.  46. 

2**  in<^i.   Nous  écrirons,  dans  ce  cas,  en  remarquant 


que  C  est  nécessairement  positif  et  faisant  C=^  l^^ 

dr        I       r-'—P 


(^) 


M 


7  \J  JZTî^ 


m\r'^ 


Je  dis  que  la  courbe  est  une  épicycloïde.  Soit,  en  effet 
{fîs^-  47)5  le  cercle  C  de  rayon  Z>,  roulant  extérieurement 

Fig.  47. 


sur  le  cercle  O  de  rayon  /;  on  a,  dans  le  triangle  OCM, 

i/2z=:  è^H-  (i  +  /)2—  2è  (*';'  4-  Z)  COS^j;, 
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dans  le  triangle  OME, 

•    ^,cr.        l-\-ih    .    b         .    ^^  rd9 

sinOME  = sin  -  =  sin  V  =  -^z=^^= 


2  sjdr^-^r^M- 


Remplaçant  sin-  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et 


2 


résolvant  par  rapport  à  dQ^  on  a 


r  / 


l-r-O.h   dr        /         r'  —  /» 
a9  = 


l  r     y    (/H-2è)'  — /•' 

et  cette  expression  devient  identique  à  l'expression  (a)  si 
l'on  fait 

v/i  —  m 
Ou  en  tire,  pour  le  rayon  du  cercle  mobile, 

2\v/i  — m  } 

3"  fu  T=  I .   On  a  ici 

ldB=  —  ^r'—  l\      d  où      tangV  =  —  =  > 

Je  tire  de  là 


cos*V 
rcosV=z  /, 


ce  t[ui  exprime  ([uc  la  distance  de  la  normale  à  l'origine 
est  constante  5  toutes  les  normales  de  la  courbe  sont  donc 
tangentes  au  cercle  de  rayon  /,  ayant  pour  centre  l'origine  •, 
par  suite  la  courbe  est  une  développante  de  ce  cercle. 
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,.        ,   ,  ,  ,,   .  .         rdr  ,, 

aislance  de  la  lanercnlc  a  1  oriiiino,  p  =  -— -?  est  celle  (lue 

nous  voulions  obtenir. 

La  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  normale  est  ;'  sin  V  \ 
en  appelant  m  le  rapport  constant  du  rayon  de  courbure  à 
cette  projection,  nous  aurons  donc 

p  =  mr  sinV, 

et,  en  remplaçant  p  par  l'expression  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, nous  irouvei'ons 

rdr  . 

=  m.r  smY. 


d.T  sinV 


Intégrant  et  désignant  par  C  la  constante  arbitraire,  nous 

avons 

r'i=:  m?"-  sin^V  -f-  C, 

et,  remplaçant  sin  V  par  ■>  nous  trouvons 

^     '  sJdr'-\-r^dB^ 

''~~      ~  dr^-^r^dh"-'' 

d'où 

dr         ' 


(>}  '"  =  --  \i 


m  —  iV'-hC 


L'expression  de  dQ  peut  s'intégrer;  car,  en  faisant  /---^zt, 
on  a 


du       I       «  —  C 

d^  —  —   4  /  ~ ^ , 

2 «    y  ym  —  I  j  ?<  -h  c 

et  l'on  est  ramené  à  un  cas  où  l'on  sait  etïectuer  l'intégra- 
tion ;  mais  il  nous  sera  plus  facile  de  discuter  la  diiléren- 
tielle  dQ. 

Un  premier  cas  à  examiner  est  celui  de  C  =  o  -,  l'exprès- 
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sion  (i)  devient 

, cir  ,— 

dB  dm  —  i=i  -  -,      d'où      r  =  C'e!' v"-'. 
r 

On  trouve  ainsi  une  spirale  logarithmique  avant  l'origine 
pour  pôle. 

Ce  premier  cas  examiné,  nous  allons  eu  distinguer  trois 
autres  : 

1°  m^i.  Si  C  est  positif,  l'expression  de  Jô  ne  sera 
réelle  que  si  l'on  a  /-^  ^>  C^  /■  pourra  varier  de  y/C  à  -t-  00  . 
Pour  r=  y/C,  nous  prendrons  ô  r^  o^  comme 


/v/6  ,,  /        z-^— C 

— -  =  tang  V  =  1  / r— ; 


V  =  o,  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  polaire  ;  /•  augmentant, 

d^ 
d? 


6  augmente  constamment,  car  —  est  toujours  positif.  Pour 


ifini,  0  est  infini,  car  l'intéerrale   1       —  i/- , — 


r  innm,  y  est  inlini,  car  1  intearaJe   /       —  i/ , ;; 

est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que  la  suivante  :  /       — 5 

et  cette  dernière  est  infinie  :  nous  avons  donc  une  spirale 
représentée  par  la  fig.  45.  Si  C  est  négatif,  pour  que  dO 

Fiff.  15. 


soit  réel,  il  faudra  qu'on  ait 


r>J^; 


m  —  I 
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L'équation  r'    :-  C —  ^  =^  o  n'a  qu'une  racine  réelle  /j-, 

Fit;.  /,8. 


elle  est  positive  et  plus  grande  que  /^j  /•  varie  donc  entre 
Ti  et  rj-,  seulement,  dans  ce  cas,  dQ  s'annule  pour  /•  =  Tj  ; 
la  courbe  a  la  forme  ci-dessous  (Jig-  49)- 

En  laissant  m  quelconque,  il  est  un  cas  où  l'expression  (i) 

Fie-  49- 


de  do  peut  s'intégrer:  c'est  le  cas  de  C  =  o.  Nous  allons 
donc  trouver  des  courbes  particulières,  et  non  pas  toutes 
les  courbes,  jouissant  de  la  propriété  demandée.  Ou  a  alors 

dr 


dQz:-. 


Vl^ 


—  I 


Faisons  (  -  )        =  zf,  et  nous  aurons 

du 


dQ  = 


//t 


4    /  /i  —m\'"-' 
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en  inlégraiit  et  désignant  la  constante  par  Qot  nous  aurons 

/ 


tangY/(^ 


^'•ctangV  [^y      «-^ 


d'où 

'  I  —  m 


■x  —  mj  Ô  — ôo 

'  ces* 

m  —  I 

et,  en  revenant  à  /■, 

0  —  9o        2  —  "i 

rcos'""' =  ■ a. 

m  —  I         I  —  m 

Soit  m  —  I  =  «  ;  nous  trouvons  donc  la  courbe 

n  —  I 


/•  cos"  —  =z  a 


qui  aurait  tourné  d'un  angle  quelconque  autour  du  pôle,  et 
cette  courbe  jouit  de  cette  propriété  que  son  rayon  de  cour- 

bure  p  =    .  „,,.,• 
^        sin"+'  V 

Il  y  a  un  autre  cas  où  l'expression  (i)  de  ^0  peut  s'inté- 
grer en  laissant  la  constante  C  quelconque  :  c'est  le  cas  de 
a 
sin'V 


m  =  3  ou  de  p  =  ~~z:r.'  t)n  a,  en  effet,  dans  ce  cas. 


/  ^       o  ^-  '  /   ^  2       1 


en  intégrant,  on  a 


&„  =  arc  cos  — : 


v/<^-7. 


«"V 


c  H cos  (  6  —  6*  . 
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Problème  n»  41. 
Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
p  =   .  ^     >  a  désignmit  une  conslanLe  et  V  V  angle  (j  ne  fait 

la  tangente  as'ec  le  ray^on  vecteur. 
On  a,  d'après  le  problème  précédent, 

rdr 
'        ^.rsinV 
et  par  suite 

d7-  a 


smV h  cosVrfV 


on  en  conclut 


fi?sinV         .    ,.  I        sin^V 

— \-  sin  V  -  = : 

dr  r  a 

c'est  l'équation  de  Bernoulli.  On  la  ramène  à  être  linéaire 
en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

I        <fsin'-'"V         .  1         I 

; h  sin'-"'V-  =  - 

1  —  m  dr  r         a 

OU  bien 

r/sin'—^V         i  —  m    .  i  —  m 

\ ■sm'-"'V= 

dr  T  a 

En  intégrant  et  désignant  la  constante  arbitraire  par  C, 
on  a 

sin' 

OU  bien 

I  —  m  ;■  \  »-'« 


sin'-"'V  =  r™-'  [ C  -f-  ~ 1  r'-'^drj 


sinV=    Cr""-'  -+- 
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1  T-  '"^^S     1 

La  formule  tanirV  =  — —  donne  ensuite 
^  dr 


dr 

f/e  =  — 


/    1 

V  sin»V 


Remplaçant  sinV  par  sa  valeur  précédente,  on  a  donc 

dr 

(i  M= => 


V 


I  —  m   r 
Cl-'"-'  -J 


et  le  problème  se  trouve  ramené  aux  quadratures. 

Examinons  le  cas  particulier  de  m  =  —  i  ou  de  |5  =  a  sinV . 
On  a,  dans  ce  cas, 


dr 
dr 
d9  = 


t   /  C         2r  V  3a 

V    /  '       3  « 


2/" 


Si  C  est  positif,  l'équation  /•-  —  C  —  -^  =  o  a  ses  trois 
racines  réelles,  deux  positives,  /"  et  r"\  une  négative,  /•'. 


On  a  donc 


^0=  V    ^  ^d., 

rs/(r-^-r'){r-r"){r'"-r) 

et  l'on  voit  que  /•  varie  de  /"  à  7'"'.  On  a  une  courbe  telle 
que  celle  ci-jointe  [fîg.  48),  comprise  entie  deux  cercles 
concentriques. 

Si  C  est  négatif,  posons-le  égal  à  —  C;  alors  nous  de- 
vrons avoir 

—  C         2r  ^    /3aC'y 

___^_>0      ou      ->(-^)    =r. 
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,      ,      ,.  I  I  ecos(0  —  ô„)      ^ 

expression  de  la  loriiuî  -  ^=  — I •  Un  trouve 

i  /•        jj  p 

donc  une  ellipse  (|uclconque  ayant  le  pùle  pour  foyer  et  a 

pour  paramètre. 

Ce  cas  est,  du  reste,  beaucoup  plus  simple  (juand  on  le 

traite  directement,  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de 

courbure  au  moyen  de  :;  =  -,  savoir  : 


(h-  \  »  d-J 
h  zM                           «    — 


d'où 

d'z.  \ 

équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  qui  donne,  en 
désignant  les  constantes  aibitraires  par  C  et  ^05 

z  =  -  = h  C  cos  ^  ô  —  6/  . 

r         a  '  ' 

^  Problème  n»  42. 

Tromper  les  courbes  dans  lesquelles  le  rapport  du  rayon 
de  courbure  au  rayon  vecteur  est  une  fonction  donnée  de 
l  angle  \  que  fait  la  tangente  auec  le  rayon  vecteur. 

On  doit  avoir 

or  sin  V  =:  —  ;  on  peut  donc  écrire 
/•  '■ 

r  T  dr 

(2)  P  = 


'  P\  ^P 


Rec. 
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et  l'on  liie  de  là 


ce  qui  est  une  équation  homogène.  Posons  donc 

^  =  u  =  sin  V, 
r 

et  nous  aurons 

rrln  , 

u  H —  =  cp    M  I , 

dr 

dr  du 

r  f{"    —  " 

en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  C,  il  viendra 

/du 

Cette   équation   fera  connaître    u  en   fonction   de  /•.    Soiî 
Il  =  F  (/•)  j  on  aura 

rdfi  F,/- 

'dr 

d9 


v/i- 

■F» 

[r] 

» 

dr 

FJ 

»^ 

"^  7 

I  — 

F' 

(0 

rdr 

K 

^L 

— 

— 

APPUCVTI  t)NS. 

Nous  pourrions  prendre 

mr 

l"  p  =  m/-siiiV       ou      p  =  -r-  :  : 

'  '  SUl\ 

mais   ces   cas   ont    déjà   été    traités    directement.    Faisons 
o(u)  =  «-,  c'est-à-dire  cherchons  les  courhcs  telles  que 
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f 

f>  =  -.— jy  î  cr  sont  les  courbes  dans  lesquelles  la  projection 

du  rayon  di;  courbure  sur  le  rayon  vecteur  est  égale  à  la 
normale  polaire-,  nous  aurons 

r      (fu       _  r    du     _  r  du  r<iu 

J   ^[u)—u~'J    u'—u~J   u  —  i       J     «' 

r     du 

J  ïM^ 

et  la  formule  (3)  donnera 


I  —  M  a 

r=^a :       d  ou      a  =  F  r  U= , 

u  ^    '        r-\-  a 


z=z  log  a  -H  loff ■  J 

«)  —u  ^  ^       u 


)/l  —  U^ 

—     . » 

rd& 
dr 

ô  — 0. 

-+.r    "^  - 

'-h  2«r 


6  — 5„=:: 


V 


/  "xa 


9.  r-i 


équation  d'une  spirale  facile  à  construire. 

2°  Trouver  les  courbes  telles  que  a  = 

'       ^        smW 


■J.Q2  TROISIKMK    PAIITIE. 

On  a  dans  ce  cas 


J  <f{uj-~u~J  II'— u~' Q:  J  u-hi     '    ij  u  —  i        J     u' 

/il  II  '  ,  ,1  , 

-— =  -  loy    I  —  w^  ;  —  loyM  +  loga, 
?(«)  —  «  2 

en  appelant  a  la  constante  arbitraire.  On  aura  donc,  d'après 

la  l'or  mule  (3), 

n\l  \  —  «  ' 

/  = ) 

u 

(1  ou 


M  a        rM 

(ulr 
(10  =z  , 


&  -  9„  --^ 


On  trouve  donc  les  spirales  liyperboli(|U(S. 

3*^   Trouver  les  courbes  telles  nue  c  =  /col  -• 
On  a 


par  suite 


fl 


V 

I  —  VI—  sin  V 
sin  V 

1  —  \l  i  —  «' 

?(")  = 

, 

u 

«  1 M  = 

I  —  «' y'i  —  «* 

/---/"  —  =  /- "-"—=-.  =■-—  log(i  —  y/ 1  - «')-^  iogv/. 
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On  a  donc 

r(i  —  \i-—  W  )=^  a. 


r :     '  —  '' 

*                          r 

Jo-ar —  <7* 

r 

u               \]'>ar — a? 

rdh 

y',_„^             r—a 

dr  ' 

drsjiar  —  «' 

faisant  2«/'  —  «"=  c',  il  vient 


Aoz^dz  (    r>.a  I  I 

rfe  = =d-J 


'4-  «^        s  —  rt        z  4-  « 
intégrant  et  remplaçant  z  par  sa  valenr  en  fonction  de  ;',  on  a 


.     \i'iar — à^        ,       a  —  1/2  fl/'  —  à' 

6  —  00=  aie sin +  log ^  ■ 

'■  a  H-  sj'?.  ar  —  «' 

S  =  <z  los /•. 


Problème  n®  43. 

Trouve?'  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure p  est  une  fonction  donnée  !p(/')  du  rajon  vecteur. 

Appelons  toujours  p  la  distance  de  l'origine  à  la  tan- 
gente; nous  aurons 

rdr  , 


2C)4  THOISIÈME     PARTIE. 

d'où 

fin  J  Ti'-j 

posons 


/ 


.T^=^<^)- 


et  nous  aurons 

r'dQ 


/[r)  +  C 


s/dr-'-h  f->d9^ 
(l'ou 

dO=±-Ji±±^=dr, 


et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  0oi 

le  problème  se  trouve  donc  ramené  aux  quadratures  :  les 
deux  constantes  sont  C  et  0o^  la  première  seule  influe  sur 
la  forme  de  la  courbe.  Nous  allons  appliquer  celte  méthode 
à  plusieurs  cas  particuliers. 

Problème  n»  44. 

Trouvei'  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
hure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur 

rdr         r 

^^dp=V 

h  étant  positif. 

dp  — -  ffdr, 

(  I  )  p=z  f,r  —  fl, 

a  désignant  la  constante  arbitraire;  nous  aurons  onsuilo 

,    ,  .  f-r  —  a 

2  dQ=±  —-_^-^^-^—  dr. 

^     '  r)/r'—{Âr  —  aY 
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INous  ferons  d'abord  remarquer  que,  si  a  =  o,  ou  a 

r/ô  r=  dz  ■     — , 

00  qui  donne  une  spirale  logaritlimique.  Supposons  main- 
lonant  a  dillerent  de  zéro,  et  d'abord  A\^  i  ^  l'expression  (?.) 
peut  s'éerir(î  : 
1°  A->i: 


-  av  =  _!_  - 


3)     ^-        -d9  =  ±:  ~  — ^ dr; 

fi 


aous  voyons  que  n  doit  être  positif.  La  dinérenlielle  dO 

peut  s'intégrer  :  nous  ferons  le  calcul  tout  à  l'heure,  mais 

on  peut  discuter  sans  intégrer. 

Pour  que  la  valeur  de  dQ  soit  réelle,  il  faut  (jue  /•  soit 

a                  a  ,  ,  a 

compris  entre et •   Kemarquons  que  la  valeur  - 

est  comprise  entre  les  limites  précédentes  5  traçons  trois 
(  irconférences  concentriques  de  rayon 


/  -f-  I  k  A  —  1 

la    courbe  est  comprise  tout    entière   entre    les  circonfé- 
lences  de  rayon  r^  et  r^  ^  aux  points  où  elle  rencontre  ces 

(irconférences,  elle  leur  est  tangente,  car  la  valeur  de  /•  —  5 

lirée  de  l'équation  (3),   est  infinie  pour  /•  =^ /-q   et  pour 
/•  =  7*2  ;  aux  points  où  la  courbe  coupe  la  circonférence  de 

Il  ^^    > 

rayon  /-j,  elle  est  tangente  au  rayon  vecteur,  car  /•--  s  an- 
nule pour  7'=  7p.  Pour  plus  de  clarté,  écrivons  comme  il 
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suit  l'équation  (3)  ; 


n 


^>/{^—ro){^2—r] 


dr. 


.Nous  partons  de  ;•=:/■(,,  ô  ayant  une  certaine  valeurM^OX. 
et  le  radical  ayant  un  ceilain  signe,  le  signe  -4-  par  exemple. 
/■  va  croître  à  partir  d(î  /"o,  dv  sera  positif;  /•  étant  plus  petil 
que  /'i,  /•  — 1\  sera  négatif  :  l'expression  de  dQ  sera  néga- 
tive; 9  va  décroître  jusqu'à  ce  qu'on  ait  /•  =  Tj.  Nous  obte- 
nons ainsi  {fi^-  5o)  la  branche  MoMj  tangente  en  Mo  au 
cercle  i\  et  en  Mi  au  rayon  vecteur  OMi  ;  /•  dépassant  i\. 


dQ  va  devenir  positif,  0  va  croître  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
/•  =  /■.,  ;  cela  nous  donne  la  branche  M,  Mj  tangente  en  Mj 
au  cercle  z-,;  /'  doit  maintenant  décroître,  dr  est  négatif; 
mais  le  radical,  qui  s'est  annulé,  doit  changer  de  signe; 
do  reste  doue  positif  et  continue  de  croître  jusqu'à  ce  que  / 
lepasse  par  la  valeur  /'j,  pour  décroître  ensuite.  Nous  trou- 
verons ainsi  la  branche  MjMsM*,  tangente  en  M,  au  ravon 
vecteur,  en  M4  à  la  petite  circonférence. 

La  courbe  se  compose,  en  général,  d'une  infinité  de  par- 
ties égales  à  celle  qui  vient  d'être  tracée. 
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Eflectuons  rinlégration  dans  la  formule  (3)  eu  posant 


tang'cp 


/  —  I 
d'où 

a  a 

/•  H- 1         /•  —  I  a  a  o.a 


sin' (f  cos^ çp  k  —  i         /  -f-  i        A'  —  i 

;  4 )  rz=  j^^  sin'^p  +  ^-^-  cos' cp , 

dr  =  ~. sincp  coseprfo. 


—  î 


et  nous  trouverons 

r, ,.  ï — /îcos^tp  , 

5  J A' —  }  (10  =  9. -, r-^^?, 

^      '  /•  —  COS-O) 


2« 

sinip  cosij), 


-^^^^  cp  —  2  arc  tang 


ce  qu  on  peut  encore  écrire 


^^tang,, 


7.A  ^        V^/'— isin2^ 

7  Ô  —  00=     ■    f  —  arc  tang  — 


cos  2(0  —  I 


D'après  la  formule  (4),  nous  vojons  que  les  points  où  la 
courbe  touche  la  circonférence  ?'o  répondent  aux  valeurs 

y  =r  O,        (j,  =  TT,        ?  =  27r,         .... 

Soient  01 ,  02 V  •  •  l*^s  valeurs  correspondantes  de  Q  -,  elles  se- 
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lont,  d'après  la  formule  (6), 


,=  6,,    o,=  e„+27T 


y//'—  I 

les  points  où  la  courbe  touche  la  circonférence  /•,  répon- 
dent aux  valeurs 

çp  =  -5        a  =    -      ■,     .  .  .  • 
?-  2 

Soient  6'|,  ô'.^,.  .  .   les  valeurs  correspondantes  de  C;  nous 
aurons 

les  points  tels  que  Mi  sont  ceux  où  dd  change  de  signe, 
c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (5),  ceux  pour  lesquels 

I /  C()S2^  r=:  O; 

cela  repond  aux  valeurs 

Il  I  t  II 

<p  =  -  arc  cos -^    0  =  77 arccos-^    »  =  tt  H — arc  ces  7»  •••5 

2  /       '  2  /       '  2  A 

et  l'on  calculera  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  9 
par  la  formule  (7)5  l'angle  M,  OM4  est  égal  à 

la  courbe  ne  se  composera  donc  d'un   noinl)ro  limite  de 

parties  telles  que  M»  M,  .M;,  (lue  si  --   '    -  est  commcnsu- 

^  ^  '      '  ^  vx-— ï 

rable. 

2°  A  <^  I . —  Dans  ce  nouveau  cas,  nous  supposerons 
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(l'abord  a  positif;  nous  écrirons  l'expression  de  (16  comme 


il  suit 


pour  (juc  le  radical  soit  réel,  il  faut  qu'on  ait 

a 

Traçons  (  fiss.  m)  la  circonférence  OMo  de  ravon ,  • 

Tous  les  points  de  la  courbe  seront  extérieurs  à  cette  cir- 
conférence ;  la  courbe  part  de  AJ^  où  elle  est  tangente  à  la 


circonférence-,  d9  est  d'abord  négatif;  9  diminue  jusqu'à  ce 

que  /■  atteigne  la  valeur  -?  laquelle  est  supérieure  a r  •, 

nous  obtenons  ainsi  la  partie  M^iVli  tangente  en  Mi  au 
rayon  vecteur;  /■  continuant  à  croître,  6  croit  toujours. 
Pour  /•=  oo  ,  0  est  infini,  car  l'intégrale 


a 


N/f-^-)h-r^) 


i-hk 


300  TROISIÈME    PAr.TlE. 

est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que 


et  cette  dernière  est  infinie. 

La  courbe  est  donc  en  forme  de  spirale  ^fig.  Sa). 


Si  a  est  négatif,  posons  a  =  —  a\  et  nous  aurons 


'  ■  7 


v/(-i4.)('-,4.)" 


On  devra  avoir  /' '>  • — r:  ici  0  croit  sans  cesse  :  on  a  la 

I  —  / 

spirale  ci-jointe. 

Revenons  au  premier  cas,  et  cherchons  la  longueur  S  de 
l'arc  Mo  M,  Mi  ;  on  a 

OU,  en  remplaçant  dQ  par  sa  valeur  (a), 

rdr 


^/•»—  I  J.v  = 


v/(^-7^)(r^-0 
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en  introduisant  l'angle  y,  on  a 


3oi 


donc 


y'  /^  —  I  ds  =z  --  — -  (  /  —  cos  2  (j.  )  d'f  ; 
'- I         [k  —  cos  7.  f  )  df 


iT.ah 


(X'-i; 


Remarquons  cnliu  que,  pour  /r  =  i , 

r  —  a\dr 


\j7.ad^ 


v-^ 


-  a  1 1 

2 

l 'avant-dernière^  en  écrivant 

^^_         dr 

sjiar —  a 


r  varie  de  -  à  l'infini  5  on  a  encore  une  spirale,  analogue  à 


d'^ 


'  v'-l"-)^ 


on  voit  qu'on  aura 


1/2  «/• —  a''  ■    I  ^ 

G  —  9.=i  5^ ■  -h  arc  sui    - 


Cherchons  {Jig.  53)  la  développée  de  notre  courbe  dans 
le  second  cas,  lorsque  h  est  plus  grand  que  i.  Soit  C  le 


centre  de  courbure  qui  correspond  au  point  M,  et  soient 
/•'  et  6'  les  coordonnées  polaires  du  point  C^  l'angle  ACB 
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sera  désigné  naturellement  par  \  ',  et  l'on  aura 
sinV'= 


I  Âr  —  a]  dr 


,   d'( 
rsjr'—  [fir  —  a]' 

nous  tirons 


Nous  partons  de  la  formule  clQ  =  —  r-. 

^  r\lr''—[/ir—aY 


Âr —  a 

tangV  = , 

y/r'—  (Xt—  «)' 
/•/•  —  a  =^  rsinV, 


^r' —  (/■/• —  aV  =  rcosV. 

Le  triangle  OMC  nous  donne 
siaV        cosV 


:8)        ,  

(   /-'sinV  =  rcosV  =  y''r' — [Ar — a] 


Le  même  triangle  nous  donne 


OC^  =  OM^  -+-  CW  —  2  0:M  .  CM  cos  OMC 


ou  bien,  comme  ClVl  =  — —  =  -» 


r'»  =  /•=  -!-  — .-  sin  V, 

A*  A' 

X'/-'==r'(i  +  A')  —  ikr'^/jr  —  a), 
P  r'^  =  —  /•'  ;  /  '  —  1  ;  -f-  2  (ikr. 

En  éliminant/-  entre  les  équations  (8)  et  ^9),  et  remplaranl 

.  r'rfD' 

sin  \     par  -^=r > 

s/dr"-i-  r'-'dO" 

r"dB' 
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et  l'on  en  conclut 


tiB'  =      "  —  dr'. 


Or  l'équation  diirércnticllc  d'une  épicyeloïde  engendrée 
par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  h^  roulant  sur  un  cercle 
de  rayon  /,  est,  comme  on  l'a  déj«î  vu,  problème  40  de  la 
troisième  Partie, 

II  M'  =  -^ ■    dr', 

l  r'  ^[l-\-2bY~r'^ 

et  les  équations  (lo)  et  (i  i)  seront  identiques  si  l'on  prend 

a 
l-i-  ■2.b=  > 

sj/i-'  —  I 
a 

Donc  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  p  =y)  où  A  est 

plus  grand  que  i,  est  l'une  des  développantes  d'une  épi- 
cyeloïde dans  laquelle  le  rapport  du  rayon  du  cercle  mobile 

au  rayon  du  cercle  fixe  est  -  (  — :  —  i 

Problème  n°  45. 

Troiwer  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  du  raj  on  vecteur. 

j.i        j.fi,.  a^dr 

p  =  —  =  — r-  1       d  ou      dp  :^  ■ — —  . 
^        a^         dp  '  r^ 
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Intégrant  et  désignant  la  constante  par  ib^  il  vient 


o.b 


on  tire  de  là 


M 


OU  bien 

i2.br  —  a^]dr 
I  dQ=±: 


r\l[r^-\-  ibr  —  «')(/•'  —  ibr -\-  11^ ) 

Nous  sommes  conduits  à  une  intégrale  elliptique  5  nous 
allons  cherclier  néanmoins  à  nous  rendre  compte  des  di- 
verses formes  de  la  courbe,  suivant  les  valeurs  de  la  con- 
stante arbitraire.  Considérons  les  deux  équations  du  second 
degré 

(2)         r"^ -\- ibr — «=  =:  o,  (3)      r"^ — 2èr-f-a'=0; 

la  première  a  toujours  ses  racines  réelles,  l'une  positive, 
l'autre  négative  :  nous  les  représenterons  par  /%  et  — 1\  \ 
la  seconde  n'a  ses  racines  réelles  que  dans  le  cas  où  Z>*  est 
plus  grand  que  a*  ;  elles  sont  toutes  les  deux  positives  ou 
négatives  si  h  est  positif  ou  négatif.  Soient  ces  racines  /"j 

et  i\-^  posons,  en  outre,  /"o  =  —j'  -Nous  souimes  amenés  a 
distinguer  plusieurs  cas. 

Premier  cas  :  h^  ^  ci^  et  /->  ^  o.  —  ^ous  avons  donc 


i4 


-h  6  +  sja' -f-  6'  )   /3  :-  b  —  ^b^—  a\ 


/\=z  —  h  -+-  t^à-  +  b'^   )   /4  -^  b  -T-  \jb^  —  rt% 

L'expression  (i)  tle  dQ  va  s'écrire 

(5)  /^^  ^-i-  [r-r,)dr 

26  ryJ'^r-\- r,)[r— r.,)[r—r^][r~r^ 


Tb 
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Kangooiis  les  quantités  /q,  /'s,  /'s,  /"i  par  ordre  de  grandeur^ 
on  a 

r,  —  r,=  -^{   «»4-  ib^—rb  Ja^^bA  =  -^  L'^M^—  b)\ 
lb  ^  '         lb^^  ' 

r^  —  r^=  ^Ub'  —  a^  —ob  Jh->  —  aA  =  -^  Ub''  —  a'  —  bf; 

nous  avons  donc 

'■7  <.fo  <.';<;.'■,. 

L'expression  (5)  de  dd  ne  sera  réelle  que  quand  /•  sera 
compris  ^ntre  r^  et  /-j  ou  bien  entre  j\  et  H-  oo  .  Traçons 
donc  les  circonférences  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayons  /'j,  /'o,  /'s  et  7\  ;  une  partie  de  la  courbe  sera  comprise 
entre  la  première  et  la  troisième  de  ces  circonférences  ;  une 
autre  sera  entièrement  extérieure  à  la  quatrième.  La  courbe 
sera  tangente  aux  circonférences  /•,,  /'j  et  r,,  aux  points  où 
elle  les  rencontre  5  elle  sera  tangente  au  rayon  vecteur  aux 
points  où  elle  rencontre  la  circonférence  /'o-  Partons  de 
/'=  /'s^  supposons  que  pour  cette  valeur  6  soit  nul,  et  pre- 
nons le  radical  avec  le  signe  +  ^  la  valeur  de  dô  est  négative 
tant  que  /'  est  inférieur  à  /'o  ;  donc  9  est  négatif  et  décrois- 
sant. Pour  /•=:/•(,,  Q  est  un  minimum-,  r  continuant  à  croître, 
dd  devient  positif,  6  croit;  quand  /•  a  atteint  la  valeur  /-j,  il 
doit  décroître;  le  radical  et  dr  changent  de  signe;  6  aug- 
mente toujours  jusqu'à  ce  que  /•  repasse  par  la  valeur  /'o, 
après  quoi  6  diminuera.  JNous  obtenons  ainsi  la  courbe 
MoMiMîMgMi. .  .  {Jig-  54)^  composée  en  général  d'une 
infinité  de  parties  égales  entre  elles. 

Faisons  maintenant  varier  /•  de  j\  à  -h  ce  ;  nous  pren- 
drons encore  0  =0  pour  ;■  =  i';,:  ô  croit  sans  cesse.  A  t-il 
une   limite   finie   pour  /'  infini,    c'est-à-dire  l'intégrale 


X. 


^  '  est-elle  finie  ?  Cette 


r\J[r-\-r,)[r—  r.,'^[r  —  r3^[r- 
'ï.  —  Bec. 
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intégrale  est  finie  ou  infinie  en  même  temps  que  / 
Cette  dernière  étant  finie  [fig-  ^4)5  ^  tend  vers  une  limite 

Fig.  5^. 


dr 
7^' 


finie  a\  il  y  a  iTeu  de  clierclier  si  la  courte  a  une  asym- 


r/0 


plote;  il  faut  voir  si  /-  —  est  fini  pour/-  infini.  Or 


dr 


dB 


ihr[ 


dr        ^^r-\-r,][r  —  r^)[r  —  r^){r  —  r,\ 

et  cette  expression,  pour  /•  inlini,  est  égale  à  ih.  Il  y  a  donc 
une  asymptote  située  à  la  distance  ih  de  l'origine.  Reniar- 
(juons  qu'on  a  ih^i;,\  nous  avons  ainsi  la  branche  infinie 
NqN,.  Si  nous  avions  pris  le  radical  avec  le  signe  — ,  nous 
aurions  eu  la  branche  égale  N0N5. 

Deuxième  cas  :  b-  '^  a-  et  b  <^o.  —  Dans  ce  cas,  /"o,  /j 
et  r\  sont  négatifs.  Faisons  ;'o ^ — f'[ ,  /"s  =  —  ''3  •.  f\=^  —  '  '4 , 
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Cl  nous  aurons 

[r+  r'Adr 


307 


Tb 


V(' 


r.)^- 


■r,     /--f-r. 


'•;) 


/•  variera  de  i\  à  -h  ao  ;  la  partie  MoMi...  de  la  courbe 
n'existera  plus;  il  restera  une  courbe  à  branches  infinies 
avec  asymptotes,  tout  à  fait  analogue  à  la  courbe  JNiJNoNa. 

Troisième  cas  :  h^  <^a^  et  h^o.  —  Ici  les  racines  i^ 
et r^  sont  imaginaires.  Faisons  {r-\-/\)[r  —  '■3)(/"  —  ri.)=\\: 
R  sera  toujours  positif;  nous  aurons 


7b 


r  —  /•„  )  (II- 


V( 


IR 


r  varie  de  Tg  à  4- 00  en  passant  par  /q  7  ^  est  négatif  et 
décroissant  tant  que  r  est  plus  petit  que  i\-^  il  est  crois- 
sant pour  /•  ^  /'o  ;  il  y  a  encore  une  brandie  infinie  avec 
une  asymptote.  Nous  obtenons  ainsi  la  brandie  MoMiMj 
{Jig.  55),  que  nous  compléterons  par  la  partie  symétrique 
de  la  précédente  par  rapport  à  Ox. 

Quatrième  cas  :  b^  <^a'  et  Z><^o.  r^  devk;nt  négatif"; 
Fig.  55. 


/•  varie  encore  de  r^  à  -t-co  ,  mais  sans  passer  par  Tq;  la 
boucle  du  cas  précédent  disparaît,  et  il  reste  seulement 
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une  courbe  à  branches  infinies,  telle  que  la  courbe  NiNoNj 
du  premier  cas. 

Cinquième  cas  :  b  =-h  ci-  —  L'expression  /'  —  2  bj'-\-  a} 
est  un  carré,  et  l'on  trouve 


M  = 


•.a\r \dr 

V  2/ 


r[r  —  a)  sl[r  -\-  rC)[r  —  r-t) 
On  a,  du  reste, 

/•2  =  rt(vo.  —  l), 

a\Ji  —  i)  <^  -  <C  '^7  '"  varie  de/-,  à  -f-  oc^  maisô,  qui  croit 

tant  que  /•  est  plus  petit  que  -•,  qui  décroit  ensuite,  6  de- 
vient infini  pour  r  =  a.  L'intégrale 


/ 


,. \dr 


V'( 


r[r  —  a]  \^\r-Tr  r\\  [r—r. 


est,  en  effet,  infinie.  La  courbe  {fg.  56]  est  donc  asymptote 
au  cercle  r  =  ci . 


En  construisant  la  courbe  représentée  par  léqualion 
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OÙ  /•'  est  plus  t;raii(l  (\uc  /?,  et  r  varîo  de  /'  à  -f-  co  ,  on  aura 
encore  une  branche  inlinie  avec  asymptote. 

Sixième  cas  :  b  =  —  a.  —  Alors 

f  ■?.  ar  4-  «'  ]  dr 


r{r-ha)  >/{r -h  n)  [r— r,) 

r  varie  de  j\  à  -h  ce  ,  0  croît  sans  cesse  5  on  a  une  branche 
infinie  analogue  à  la  branche  No  Ni  du  premier  cas. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  cas,  l'intégration 
peut  s'ellectuer. 

Revenant  à  l'équation  (i),  supposons  h  =  o\  nous  trou- 
verons 

(i-'dr  a^d.r'' 


d^ 


ou  bien 


r  y,  /■' «'  ?./•'  y/- 


l'^d  — 


dB  = 


\/'-i^' 


on  en  tire,  en  intégrant, 

2(9  —  Oa  ]  =  arc  ces 


~~  cos2(9  —  9o)' 

ce  qui  est  l'équation  d'une  hyperbole   équilatère  dont  le 
demi-axe  transverse  est  a. 

Problème  n*>  46. 

Trouver  Les  courbes  dans  lesquelles  le  raj  on  de  cour- 
bure est  inversement  proportionnel  au  rayon  vecteur. 

(t- 
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on  aura  donc 

rdr        a-  r'^dr 

dp  r  a} 

Intégrant  et  désignant  la  constante  par  ^  »  il  vient 


/•3_{_  2^3  ^VS 


3«'  sldr-^r^d^-" 

On  lire  de  là 

dB=:do.  —  -  <^r 

OU  bien 


^/(/•'-h  3 «-/•-!-  2^')  ( —  /-'-f-  3aV  —  2  A*) 

Le  problème  est  ramené  aux  quadratures.  Bien  que  nous 
ne  puissions  pas  intégrer,  nous  allons  cberclier  à  nous 
rendre  compte  des  formes  diverses  que  peut  prendre  la 
courbe,  suivant  les  valeurs  de  la  constante  arbitraii-e  b. 
Posons 

P  =  r'-h  3rtV-f- 2/>', 

le  critérium  4/^' -H  ^7</^  est,  pour  les  deux  équations  P  =  o 
et  Q  :r^  o, 

io8(6'-4-««)      et     108(5*—^"). 

Ou  en  conclut  que  l'équation  P  =:  o  n'a  jamais  qu'une  ra- 
cine réelle,  qui  est,  du  ri-ste,  de  signe  contraire  à  celui  di- 
^  j  l'équation  Q=  o  n'aura  non  plus  qu'une  racine  réi'lle 
et  de  signe  contraire  à  h  si  l'on  a  b^^a^;  elle  aura,  au 
contraire,  ses  trois  racines  réelles  si  h^  est  plus  petit  que  rt\ 
deux  racines  positives  quand/»  sera  positif,  une  seule  racine 
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positive  quand  h  sera  négatif.  ]Sous  sommes  ainsi  coTiduil 
à  distinguer  plusieurs  cas. 

Preinler  cas  :  //  ^  a^  ci  b  <^o.  —  Si,  avec  h^  >  «",  on 
avait  Z>  ^  o,  l'équation  Q  =  o  n'aurait  qu'une  racine  réelle 
et  négative,  de  même  que  l'équation  P=:o^  !a  quantité 
placée  sous  le  radical  serait  négative  et  la  valeur  de  dB  ima- 
ginaire |îour  tontes  les  valeurs  positives  de  r;  avec  b^  ^  <^', 
nous  prcndi"ons  donc  è  <^  o-,  les  équations  P=;  o  et  Q  =  o 
auront  cliacune  une  racine  positive.  Soient  r'  la  première, 
/•"la  seconde^  posons,  en  outre,  70== — b\Ji.  Je  disque; 
/■"  est  plus  grand  que  /'';  car,  si  l'on  substitue  r"  dans  la 
valeur  de  P,  en  tenant  compte  de  la  relation 

on  aura  le  résultat  positif"  6rt*/'"^  /"  et  zéro,  substitués  dans 
P,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires;  la  racine  /' 
est  donc  comprise  entre  zéro  et  r" .  Je  dis  maintenant  que 
/'o  est  compris  entre  /•'  et  r"  :  en  efî'et  les  résultats  de  la  sub- 
stitution de  /'o  à  la  place  de  y,  dans  P  et  Q,  sont  respective- 
ment -f-  3a*/'o  et  —  Sa'/'o;  nous  avons  donc 

et  l'expression  (i)  pourra  s'écrire 

,3 ^3 

^ô  =  ±  "  Jr, 

rsJ{r~r')[T"~r)K 

R  désignant  une  fonction  de  r  qui  reste  positive  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  r.  jNous  voyons  que  /■  doit  être  com- 
pris entre  ;'  et  /•".  Partons  de  /'  =  7',  prenons  0  =  o  et  le 
radical  avec  le  signe  +;  7-  augmentant,  0  diminue;  pour 
/•  =  7  0,  0  est  un  minimum;  7-  augmentant,  0  augmente;  /•, 
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ayant  atteint  /",  doit  diminuer;  6  augmente  encore  et  ne 
recommence  à  diminuer  que  quand  /•  repasse  par  la  valeur 
/'o*,  il  diminue  jusqu'à  ce  que  /•  revienne  à  sa  valeur  ini- 
tiale /•'.  La  courbe  aura  donc  une  forme  analogue  à  celle  de 
la  courbe  MoMiM,...,  discutée  dans  le  premier  cas  du 
problème  précédent. 

Deuxième  cas  :  b^  <^a^  el  b'^  o.  —  L'équation  P  =  o 
n'a  pas  d<?  lacine  positive,  l'équation  Q=  o  en  a  deux^ 
désignons-les  par  i\  et  i\^  et  supposons  i\  <C>'i'i  l'expres- 
sion de  dô  deviendra 

Vô  =  ±  -— (Ir, 

Rj  désignant  une  fonction  qui  reste  positive  pour  toutes  les 
vali'urs  positives  de  /■.  Nous  voyons  que  /•  ne  peut  varier 
qu'entre  les  limites  /■,  et  /'g,  mais  que,  dO  ne  s'annulant 
plus,  0  ^a.  toujours  en  croissant.  On  a  une  courbe  {Jtg-  5y) 
telle  que  Mo  M,  Mj  Mj 

Fig.  57. 


Considérons  en  particuliir  le  cas  de  Z»  =  o ^  l'expres- 
sion (i)  de  d9  va  nous  donner 


—  u  -x — 
rdr  2      3  a' 


^^^'  v-(;:^y 
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en  intégrant,  nous  trouverons 

2  (  e  —  0„    =  arc siii  ^r~  , 

r^z=  3«'sin2^0  —  9„), 

équation  d'une  leraniscate. 

Troisième  cas:  b^  <^a^  et  h<^o.  —  Dans  ce  cas,  les 
équations  P  :=  o  et  Q  =  o  ont  chacune  une  racine  positive. 
Soient  ces  racines  ;',  et  /•[ ,  r\  <^  /■,  ;  nous  aurons 

/•3  ,3 

M  =  ±  —  "  dr, 

Rj  étant  positif  en  même  temps  que  /•;  la  courbe  est  du 
même  genre  que  dans  le  premier  cas. 

Quatriètjie  cas  :  b  ==  —  a.  —  L'équation  Q  =  o  a  deux 
racines  égales  à  —  «,  et  l'on  a 

a  9  =zZjZ 


r[r  +  a)  ^[r^  -}-  3a'/- —  2a')  (2«  —  r) 

r  doit  être  compris  entre  la  racine  positive  de  l'équation 
P :=  o  et  2 a ,  rf 0 s'annule, dans  cet  intervalle,  pour  v=.ayji'. 
on  rentre  encore  dans  le  premier  cas. 

Problème  n»  47. 

Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rajon  de  cour- 

3 
bure  est  proportionnel  à  la  puissance  —  du  rayon  vecteur. 

r ^  rdr  fa 

s/a         t¥  V   '■ 

d'où,  en  appelant  b  la  constante, 

p  ^=1  \jar  +  b  ; 


3i4 

on  en  déduit 
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clQ=±: 


i)        ./9=dz 


rf9=±: 


(  2  y/flr  -+-  b)dr 

r  yj r^  —  {2  \/ar -^  h^ 

{  2  \Jar  -\-  b    dr 
=:'T 

rv(r-h  2  y'rt/-  -f-  6j  (/•  —  2  ^ar —  b) 

( 2  sjar  -h  b)dr 

r  sl\_{\lr  4-  Va )'  —  '«  —  ^.  ]  [(v  '"""  v'^ / ~  («^  "+-  ^' ] 

iiJar  ^  b)  — 
^  '    r 


v/ 


(  y/r  -t-yja  +  sja  —  b)'  \[r-^  \Ja  —  y  a  —  6  , 
(v'r  —sla  +  \/a  -f-  è)  (y' 


s[r-\-\ja  —  y  a  —  6  )  j 


ou,  en  faisant  /-^z^,  a^ra",  a  —  Z>  =  f3*,  a-1-  b  =  y^.  d'où 

(2az  -h  a=—  p'jrfz 


rfô=zh2 


Zy/(3H-a-4-p)(z-i-a—  p)(z  —  «-4-7' 


2— V 


]\ous  laisserons  au  lecteur  la  discussion  de  la  courbe  5  nous 
nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de  ^  =  o  ;  l'équation  i) 
devient,  après  réduction, 


2  Jadr  ,,    ,       9  — 

dQ  = ^  ?      d  ou      ■ 

ry/-  —  4^  ^ 

d'où 


=  arctang: 


\/^-^' 


ô  —  0, 


équation  d'une  parabole  ayant  l'origine  pour  foyer  et  Sa 
pour  paramètre. 
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Problème  n®  48. 

On  trace  sur  un  cylindre  de  rcuolulion  une  courbe  dont 
la  première  courbure  est  constante;  trouver  ce  que  devient 
cette  coube  quand  on  étale  le  cylindre  sur  un  plan. 

Prenons  l'axe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 
la  base  pour  plan  des  xj  .  Soient  a  le  rayon  de  lai  base  du 
cylindre,  />«  \v  rayon  constant  de  la  première  courbure  de 
la  courbe  considérée,  x,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point 
cpielconque  de  la  courbe,  et  a  l'arc  de  la  circonférence  de 
la  base  du  cyliudre  compris  outre  l'axe  des  x  et  le  point  .r, 
j  \  nous  aurons 


ka  = 


r  = 

ds^ 


sl[d^xY-^{d'xY^  [d-'zY—[d'sY 
Prenant  a  pour  variable  indépendante,  je  trouve 


d<!~~ 

.       (T 

sm  -5 
a 

d'.r. 

I               (7 
COS  -  » 

a         a 

er 
■  ces  -  » 
a 

T7^  ~ 

I      .       (T 

sin  -  » 

<i         a 

d^s  _ 

dz  d^z 

--V 

1         dz- 

h^d^' 

d(7  dn' 

da         V 

1         dz' 

V-^rf? 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équatiou  (ij,  il  vient,  après  ré- 
duction, 

dz'\' 


/■=  ^'    '     ^"^ 


/         dz'  fdHY 


3i6 
d'où 
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,      <Pz  II  dz'X    V  I  dz'\^         ,1 


Remarquons  que,  quand  on  étale  la  surface  du  cylindre 

sur  un  de  ses  plans  tangents,  i  est  l'abscisse  et  z  l'ordonnée 

d'un  point  quelconque  de  la  transformée  de  la  courbe;  nous 

allons  construire  celte  transformée.  L'équation  (2)  est  de 

la  forme 

cPz 


-(ê) 


Un  sait  que,  dans  ce  cas,  pour  intégrer,  on  pose  —  ■=  ii-^ 


dz 


nous  ferons  ici  —  =  tanga;  a  sera  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente à  la  courbe  avec  l'axe  des  abscisses;  l'équation  (2) 

deviendra 

dx 


ka  -—  ces  a  =:  v'^  —  ^^  cos'a; 
d<7 


nous  aurons  donc 

ha  cos  a 


da  = 


Vi  —  /'cosS 


du.     et      dz  ^1 


ha  sin  a 


d-x. 


\f  I  —  /  '  ces'  a 

On  est  conduit,  comme  on  voit,  à  des  intégrales  elliptiques, 

Fig.  58. 


B 

"""^^ 

N 

V          ^ 

J 

néanmoins  on  peut  discuter  aisément;  nous  distinguerons 
trois  cas  : 
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i"  A  <^  I  {fig-  -jS),  ou  k;  rayon  coiislaiiL  de  la  première 
courbure  plus  petit  que  le  rayon  du  cylindre. 

J)ans  les  formules  (!^),  le  radical  est  toujours  réel;  par- 
lons de  a  =  G  et  prenons  ct  =  o,  z  =  o,  ce  qui  ne  changera 
rien  à  la  forme  de  la  courbe;  la  courbe  passe  donc  au 
point  O  où  elle  est  tangente  à  Oa;  a   augmentant,  a  et  z 

dfj        dz  •  •<•     T-k  t:    dn 

augmentent,  car  -y  ^^  -r  sont  positiis.  Pour  a  =  -?  —  =  o, 

la  tangente  est  parallèle  à  Oz\  à  partir  de  là,  a  décroît,  car 
—  est  négatif;  en  B  la  tangente  est  parallèle  à  Ox.  En  fai- 
sant varier  a  de  tt  à  27r,  on  trouverait  la  partie  BA'O  symé- 
trique de  BAO  par  rapport  à  O)  .  Soient  a'  et  of."  deux  va- 
leurs de  a  dont  la  somme  égale  i8o  degrés 

«'=--f-Ê,      a"=-— S. 
2  2 

On  voit,  par  la  décomposition  des  intégrales  définies  en 
éléments,  que 


Jo      \l  l  —  ^  '  ces'  a        Jo      y  i  - 


cos  ixdcx. 


^'cos'a 


Jr  "'     ka  sin  a  6?a  Ç"'      ha  sin  a r/a  /^  "     /a  siil  a rfx 

0      yl  —  /■^COS''a         Jo      \!i  —  /^cos^a  Jo     V^'  —  /.-^cos^a 

ce  qui  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
la  droite  A  A';  elle  l'est  déjà  par  rapport  à  BB';  donc  elle 
admet  pour  centre  le  point  C. 

1^  A\>  I,  ou  le  rayon  constant  de  la  première  courbure 
plus  grand  que  le  rayon  du  cylindre. 

raisons  cos''ao=  yt»  et  nous  aurons 

a  cos  a  a  sin  a  dcL 

l4)      ^^=  /— — .-^^^     ^^=  /— 7—        ,   • 

y  cos^  a„  —  cos^  a  y  ces*  a^  —  ces*  a 


3i8 
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Remarquons  d'abord  que  ces  équations  sont  satisfaites  par 
a  =  Xoi  qui  donne  da  =  o;  nous  trouvons  donc  déjà  comme 
solution  l'hélice 5  on  sait,  en  elTet,  que  le  rayon  de  sa  pre- 
mière courbure  est  constant. 

Nous  voyons  {Jig.  5g)  que,  dans  les  formules  (4),  le 

Fis.  59. 


radical  ne  sera  réel  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
entre  «o  ^'t  ^r  —  «0  t;t  entre  k  -h  ao  et  271  —  ocq. 


Partons  de  a  =  «o,  et  prenons  en  ce  point  '7  =  z 


o; 


OC  augmentant,  a  et  z  augmentent  j  pour  a  =  -?  la  tangente 

est  parallèle  à  Oz^  nous  obtenons  ainsi  la  partie  OA,  de  la 

courbe.  Les  valeurs  de  a  comprises  entre  -  et  7:  —  ao  nous 

donneront  la  partie  A,B,  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à  Ai  Ci.  Si  l'on  fait  varier  a  de  774-^0  «i  27:  —  oto, 
on  obtiendra  un  arc  de  courbe  égal  à  OAiBi,  mais  tour- 
nant sa  concavité  vers  les  abscisses  positives.  On  pt-ut  le 
placer  arbitrairement,  puisque,  entre  les  valeurs  tt  —  «0  et 
71  -f-  «g  de  a,  a  et  z  ont  cessé  d'être  réels  ^  nous  le  placerons 
de  manière  qu'il  fasse  suite  au  premier,  et  nous  aurons 
ainsi  construit  la  courbe  OAi  B,  A',  E,,  qu'on  peut  d'ailleurs 
répéter  indéfiniment. 
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;^"  /r  =  I ,  OU  le  rayon  de  la  première  courbure  égal  à 
celui  du  cylindre  5  on  a  ici 


cIg  =z 


a  cosa 


sina  y/i  H-  cos'a 


(la.,      ilz 


v/' 


da.. 


cos^  a 


On  peut  eifectuer  l'intégration  pour  ce  qui  concerne  dQ\ 
en  elïet  on  peut  écrire 


(Iq 


^sin( 


-  sin'a 
•2 


a 

7^ 


V  sin= 


d'où 


/2      .  /  I 

snia  i /  I 

V        ^ 

(J  = %  log  ( 1-  \  /  ~ ) 


i+y'i 


2 


y/2     ^  sina 

je  n'ai  pas  ajouté  de  constantes^  cela  ne  change  rien  à  la 
ibrme  de  la  courbe.  Pour  a  =  o,  a  =  — oo  ,  et  l'on  peut 
prendre  ^  =  o^  a  augmentant,  ct  et  r:  augmentent  jusqu'à  ce 

(ju'on  ait  a=:  -.  Nous  obtiendrons  la  courbe  KHL  [fig.  6o) 

Fig.  6o. 


ayant  deux  asymptotes  parallèles  dont  l'une  est  l'axe  Oa. 
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Problème  n°  49. 

Sur  un  cylindre  de  révolulion ,  on  trace  une  courbe 
dont  les  plans  osculateurs  coupent  la  surface  sous  un 
angle  constant;  on  demande  ce  que  devient  cette  courbe 
quand  on  développe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Prenons  l'axe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  le  plan  de 
sa  base  pour  plan  des  xj\  soient  a  le  rayon  de  ce  cylindre. 
i  l'angle  constant,  a:,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  a  l'arc  de  la  base  du  cylindre  compris 
entre  la  projection  de  ce  point  et  l'axe  des  x,  7,  ^x.^  v  les 
angles  cjuc  fait  avec  les  axes  l'angle  du  plan  osculateur; 
nous  avons 

ces  i  =  cos  >  cos h  cos  pt  sin  -  7 


a 


COS>  COS|i. 


dyd^z  —  dzd'^y        dzd^  x  —  d.rd'z        d.r.d''y  —  dyd^x 

cos/ 

ces  —  l dyd^z  —  dzd^r]  -+-  sin  -  [dzd^.r  —  d.rd-z) 
a  "^   ~  'a 

I 

^[djd^'z  —  dzd'xY  -f-  [dzd'x  —  dxd^'z)^ -h  [d.rd'y  —  dvd'x 

La  dernière  équation  donnera  la  solution  quand  on  v  aura 
remplacé  a:, j)',  z  par  les  valeurs  suivantes  : 

n  .       (7 

X  =  a  cos  —  5       y  =  a  sin  —  • 

a       "  (i 

Faisons  le  calcul  en  prenant  a  pour  variable  indépendante  5 
nous  trouverons 

d.r  .     «7  d''.i'  I  ff 

=  —  sin  - 1      ——-  = cos 


da  a  (/g'  (i         a 

dy  c  d^  ) 

-7-  ^  -f-  cos  -  j  — ^ 

aa  a  da- 


dy                    a        d^  y              1.7 
:=  -f-  cos  -  j       — ^  = siu  - 


d'où 


APPLICATIOJV    DU    C.VLCUl     IMÉCTAL.  32  1 


(T  (l''z  I     .     a  d^z 

=  <os-  -  -  -f-  -sin-  -— 

a  tln^  a        a   d<r 

(T  d'^z  I         a  dz 

-  — cos-  —  , 

(i   da^  a         a  (in 


dy  d^z 

dz   d'y 

da     drj^ 

da   da'  ~  *  " 

dz   d\r 

d,r  d'z 

da    da^ 

dx  d^Y 

dy  d'^.r          I 

da    da^ 

d(j    (h-          a 

L'équation  (i)  deviendra 


cos? 


d^z  /[d^zV       I    dz'         I 


do'         V   \7î?)^d'd;^'^  a' 


On  en  tire 


d'z  /  dz'' 


OU,  en  introduisant  le  rayon  de  courbure  p  et  l'aiiyli;  a  que 
fait  la  tangente  avec  l'axe  des  abscisses, 


a  tang/ 
cos^  a 

Or,  dans  le  problème  1  de  la  troisième  Partie,  on  a  m:  que 
cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Donc  le  dévc-loo- 
pementde  la  courbe  considérée  est  une  chaînette  dont  J'axe 
est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindi^e 

Problème  n"  50. 

Trouver  les  trajectoires  sous  un  ani^le  cous! uni  a  des 
méridiennes  d' une  surface  de  révolution. 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de  révolution  et  l'équateur 
pour  plan  des  xy\  soient  /•  la  distance  à  l'axe  d'un  point 
quelconque  de  la  surface,  Ô  l'angle  que  fait  le  méridien  de 

T.-  Rec.  21 
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ce  point  avec  le  plan  des  xz^  on  aura 

(i)  .r=r/-cos9,     j  =  rsin9,      z=t^[r]f 

en  supposant  que  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  dans 
le  plan  des  zx^  soit  z  =  ^^[x). 

Pour  avoir  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes 
de  coordonnées  la  tangente  à  la  méridienne  passant  par  le 
point  considéré,  il  sullit  de  ditiérentier  les  formules  (i) 
sans  faire  varii:r  0.  Soient  ces  cosinus  ).,  /ix,  v -,  nous  trou- 
verons 

}  [J.  V  I 

C( ) ;-> 0 dt  ""  si n 0  <//■        o'  [r  i  dr        ^y  y/ 1  _._  ^("^[r) 

d'où 

cosô        '        sin9  ^' [^) 

—  77+<p'^(r)'      ^'"s/i-l-cp'M/-)'      '"~v'i  +  ç"(r)* 

Les  cosinus  >/,  a',  v'  des  angles  correspondants  pour  la  tra- 
jectoire sont 

dx  ,        dy  ,         dz 

ds  ds  ds 

JNous  aurons  donc 

,    ,  cosQ dx -h  sin&dy -\- o' {r]dz 

(2)  •  - — ^-^— ! — =cosa. 

v/i  +  »"[r)ds 

Or,   en  dilTérentiant  les  équations  (i)   et  faisant  varier  r 
et  0,  on  a 

dx  =  ces  9  .'//•  —  r  sin  9  ^0, 

dy  =  sin  Bdr  -+-  rcosBdQ, 

dz  =  (f'  {r]dr, 

ds  =  v''[i-f-y''(^}]</r'-+-rV9'. 
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Portant  ces  valeurs  dans  rccjualion  (2),  elle  devient 


V^H- <p"  (  r )  rf/- =  cos a  \/[  1-4- 9"  (  /  ]  ]<//■  '  4- /  V9', 
d'où 


dr 


(3)  Jô=  tangx —y/ 1  H- <?''('•). 

r 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  fonction  ^  sera  donnée 5 
l'équation  (3)  fera  connaître  0  en  fonction  de  /',  c'est-à-dire 
l'équation  en  coordonnées  polaiies  de  la  projection  de  la 
trajectoire  sur  l'équateur. 

APPLICATIONS. 

i*'  Trouver  les  trajectoires  soiis  l'angle  constant  a  des 
méridiennes  d'un  tore  circulaire.  Peut -on  déterminer 
l'angle  a  de  façon  que  les  projections  des  trajectoires 
sur  l'équateur  soient  des  ellipses? 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  générateur,  /  la  distance  de 
son  centre  à  l'axe  -,  la  fonction  ç  est  ici 


l'équation  (3)  de  l'exercice  précédent  devient 

dr 
d9  =Rtiinga 


VR'-(r-z; 

ce  que  l'on  peut  écrire 


d'- 

r 
d^  =— R  tanga 


v/-{^)-(--T 

Supposons  /]>  R,  c'est-à-dire  que  la  surface  ne  rencontre 

21. 
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pas  l'axe-,  nous  aurons 

/'— R'   ,1 

— d~ 

v//  =  — R'  ,  K         T 


R 


et,  en  intégrant, 


/         ,  /'— R=   I         l\- 


v//=— R'  ,.       .X  //=-R=        / 

cot y.[^  —  9„ )  =  arc  cos  (  — ;: —  i  > 


R  \  -'  \      Rr  R 

_  Z^— R^ 

/  +  R  cos cot  a  I  9  —  Ôo 

expression  de  la  forme 


I  4-  e  cos  m  0  —  Oj 


Ces  courbes  seront  des  ellipses  ayant  l'origine  pour  foyer 
quand  on  aura 


m=i      ou  bien      L^I ^c()ta  =  i, 

R 


1'    ' 
d  ou 


R 


ce  qui  montre  que  l'angle  a  cherclié  est  le  complément  de 
la  moitié  de  l'angle  sous  lequel  le  cercle  générateur  est  vu 
du  centre  de  la  surface. 

Uanslecasou/<^l\ontrouve,eniaisant/;  :=  -^^ —  cota, 

R 

2  y/R'—  r- 


R-  2/ 


Enfin,  pour  /=  R,  on  a 

2R 

""  I  +  C()t'a(0  — 9,)-' 
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•2°  Quelle  doit  cire  la  méridienne  de  la  surface  de  ré- 
volution pour  que  les  trajectoires  sous  l'angle  constant  a 
des  méridiennes  se  projettent  sur  l'équateur,  suii'ant 
des  paraboles  de  même  paramètre  ayant  l'orii^ine  pont 
foyer? 

Reprenons  l'équation 

dr 


[a]  f/9  =  tanga  — v'i  H- (5)'^(/-); 

nous  devons  avoir 


ô  —  0, 
ces' 


d'où 

I     __L 

6  ■=:  "}.  arc  co?>q'  r    '  h-  9o, 

dfi  =  q'   —=r- 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  («),  nous  aurons 


tangav^i-f-cp'^^)=:  y^^» 
\r  —  q 


,W  =  02^^ 


donc  la  méridienne  sera  définie  par  l'équation 


i  /  sin'a 


dz         \  /  sin'a 


—  X 


dx  T         X  —  q 

Il  est  aisé,  en  partant  de  là,  de  montrer  que  la  méri- 
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(lienne  est  une  cycloïde.  Prenons  [fig-  6'i},  en  etfet, 


OA  =  <7,      OB  =:  -r^—  ♦      <\\ni      AB  =  a  cot=  a, 
sin'a 


BC  =  BC'=  -qcj)Vy.. 


Je  dis  que  la  méridienne  est  la  cycloïde  engendrée  par  le 


cercle  de  diamètre  AB,  roulant  sans  glisser  sur  la  droite  CC 
Pour  celte  courbe,  on  a,  en  effet. 


-^tangMIH=-^=^4j- 


-v/ 


HK 
ÏH 


ou 


1  /  sin'x 
T         .r  — - 


Pour  chaque  valeur  de  a,  an  trouverait  une  cycloïde  dif- 
férente pour  méridienne  -de  la  surface. 
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Problème  n°  51. 

lious'er  les  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  l'hëlicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

Cette  surface  est  engendrée  par  uiu*  droite  qui  rencontre, 
à  angle  droit,  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  et  s'appuie 
constannncnt  sur  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre.  Elle  a 
pour  équation 

r 
z  =  a  arc  tang  — 

ou,  eu  introduisant  les  variables  auxiliaires  p  et  w,  coor- 
données polaires  sur  le  plan  des  xy., 

x  =  pcosw,     j)'i:=psiaw,      s  =  rtw. 

L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est 

,    .  fl.r  -^  pclz        dr  -h  a  dz 

(I) :=z  -^ . 

^    '  dp  dq 

On  trouve  aisément 

a  si  nu  rtcosw 


P  =  — 


?  P 

et  l'équation  précédente  devient 

—  p '■^ •  p  ces w  -H  «'  sin wdw        pd.p  sin co  -f-  «'  ces u doi 

sinto                                           cosu 
pd pd 

P  P 

En  simplifiant,  on  trouve 

df'={p^-\-  a^)drù^, 
d'où 

(2)  -jL^=±d. 

s/p"  -+-  a? 
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Les  variables  sont  séparées.  En  intégrant  et  désignant  la 
constante  par  cOq,  ou  a 


On  en  déduit 

p  +  vV~^  ^'  =  ^^^  ."~"o). 

—  p  +  y/p=+ a' =  <7<?=^>-"o)      et     p  = -[e*>-M  — e+'."-V]. 

Si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  on  a  les  projections  des 
lignes  de  courbure  du  premier  système  ;  les  signes  inférieurs 
donnent  celles  du  second  système.  Toutes  ces  projections 
passent  par  le  pôle,  et  l'on  peut  les  obtenir  en  faisant  tour- 
ner autour  de  ce  point  la  spirale  unique  ayant  pour  équation 

a  , 

La  valeur  de  chacun  des  membres  de  l'équation  (  i  )  est 
ou  (Rj  et  Rj  désignant  les  deux 


rayons  de  courbure  principaux'),  suivant  que,  dans  léqua- 
tion  (2),  on  prend  le  signe  -f-  ou  le  signe  — .  On  trouve 
ainsi 

a  a 

Les  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires-, l'indicatrice  est  donc  une  hyperbole  équilatère.  On 
eu  conclut  que,  en  chaque  point,  la  génératrice  fait  un  angle 
de  45  degrés  avec  cliacune  des  lignes  de  courbure. 
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Problème  n°  52. 
Discuter  1(1  su/face  (/ni  a  /jour  ccf nation 
e~'=  COS.r  cos/, 


et  trompe?'  ses  lignes  de  coui'bure. 


Prenons  {/ig-  62) 


0; 


Op. 


2 


0: 


Op3 


et,  par  les  points  de  division,  menons  des  parallèles  aux 

Fig.  62. 


0   a,         a,        a,        «<      x 


axes*,  la  surface,  située  tout  entière  au-dessus  du  plan  des 
■xj^  se  composera  d'une  infinité  de  parties  identiques,  se 
projetant  sur  les  carrés  blancs  de  la  figure . 

On  a 

—  z  =  log  cos  j:  COS^, 

p  =  tangx,      q  =  tangj. 
L'équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
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bure  sur  le  plan  des  xj  est,  comme  on  le  trouve  aisément, 

dj^  cos'.r  —  dx^  cos'j  =  o,      d'où      — ^  =  ±:  -^ . 

cos.r  COSJ 

Les  variables  sont  sépare'es^  en  intégrant  et  désignant  par 
a  et  (3  deux  constantes,  on  aura,  pour  les  équations  des 
projections  des  lignes  de  courbure  du  premier  système,  les 
équations 

et 


t'i"g(7+r)  =  Ptang(^^--^^ 


pour  celles  du  second  système. 

Les  projections  de  toutes  les  lignes  du  premier  système 
passent  par  les  points  A  et  C,  celles  des  lignes  du  second 
système  par  les  points  B  et  D  ;  les  diagonales  AC  et  BD  sont 
les  projections  des  lignes  de  courbure  qui  passent  par  le 
centre  I  du  carré. 

Problème  n®  53. 

Troauei'  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  dcvelop- 
pable  représentée  par  les  deux  éq nations 

dans  lesquelles  «  est  un  paramètre  variable,  et 


,j>(a)  =  R^i  +  a'  +  f'(a), 

R  désignant  une  constante  et  cji  une  fonction  donnée  quel- 
conque. 

Diiîerentiant  la  première  <les  équations   (i)   et   tenant 
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compte  de  la  seconde,  on  a 

(2)  f/z=  az-Ar  +  (p(a)rf/, 

d'où 

p  —  cL      et      r/=:<p(a). 
T"         .•  1        T  1  ^  dx+pdz  dy  -^qdz 

L  équation  des  lignes  de  couroure = -. ■ 

devient 

[dx  H-  a^z)cp'(a)^a  =  [r/j  -h  <s([<x)dz\da. 

On  aperçoit  la  solution  rfa  =0  ou  a  ;=  const.,  qui  donne 
les  génératrices  rcctilignes  de  la  surface  comme  lignes  de 
courbure  du  premier  système.  On  a  ensuite  l'équation 

<s/[v.]dT.  —  dy  -\-  [xip'(a)  —  y  (a)]r/z  =  o, 

qui,  combinée  avec  l'équation  (2),  donne 

!d.r.  dy  dz 

H-«p'(aj-a<p(a)(p'(a)  ~  (p'(a)  +  «y  (a)  — a<p  (a)  ""  a  +  7(«)7'(a) 
''' '  J  .rdx  -hydr  4-  zdz 

(  = y 

OU 

V  =  .r[i-f--p'(a)  — ay(a)y'(a)]-+-7[?'(a)(H-a')  —  a<p(a)] 

+  :j[a-l-y(a)«p'(a)], 

ce  qui,  en  tenant  compte  des  équations  (i),  devient 

V  =  rî;(a][a  +  y(a)<p'(a)]  -  f  (a)  [n- a'+ f  (a)]. 
Si  l'on  remplace  ^(a)  par  sa  valeur,  on  trouve 

V  =  o. 
et,  en  se  reportant  aux  équations  (3J,  on  voit  qu'il  en  ré- 
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suite 

xd.T  -f-  rdy  ■+-  zdz  =  o      ou  bien     x"^  -r-  r'  -{'  z'^=i  const.; 

donc  les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont  situées 
sur  des  sphères  ayant  l'origine  pour  centre  commun. 

Réciproquement,  si  l'on  demande  que  les  lignes  de  cour- 
bure du  second  système  de  la  surface  développable,  repré- 
sentées par  les  équations  (i),  soient  situ("es  sur  des  sphères 
ayant  l'origine  pour  centre,  il  faudra  qu'on  ait 

V  =  o      ou  bien     i{;  (a)[a  + ';(a).p'(a)j  — ■^'(a)[H-a'-|- ç)»[a']  =o. 
ce  qui  donne 


T 
2 

c?[i  + 

a"-l-  ç»' 

(«;] 

f(«) 

d% 

^K«) 

I   +    . 

x^-i-  f[ 

>) 

et,  en  intégrant  et  désignant  la  constante  par  R, 


^[a.)  =  R  ^/l  -+-  a^-)-«>'(a). 

Il  convient  de  remarquer  le  cas  où  la  constante  R  est  nulle  ^ 
on  a  alors 

i};(a)  =:  O,        >!''(«)  =  O, 

et  les  surfaces  en  question  sont  des  surfaces  coniques  quel- 
conques ayant  l'origine  pour  sommet. 

Problème  n"  54. 

Trouver  les  lignes  géodésùjues  de  lliélicoïde  gauche  à 
plan  directeur. 

Ces  lignes  jouissent  de  cette  propriété  que,  en  chacun  de 
leurs  points,  leur  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface. 
On  devra  donc  avoir,  n  et  q  avant  la  signitication  ordinaire, 

(l)      d.rd'j  —drd\r=p[drd-z  —  dzd\))  -h  q[dzd'x  —  <Ixd'z). 
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Or,  pour  notre  surface,  on  a 

X  =  p  cos(û,     j'=osinw,      z  =  flw, 

a  sino)                       a  cosw 
p  = —  ,      7=-i — _•, 

P  P 

t't,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  en  pre- 
nant w  pour  variable  indépendante,  on  aura  une  équation 
dillérentielle  du  second  ordre,  laquelle,  toutes  réductions 
faites,  se  trouve  être 

d'p  f  a-\  dp' 

rfw»   V  p  )  ./w'         \?  -^       i 

Cette  éf[uation  est  du  second  ordre;  elle  ne  contient  pas  oo; 
on  l'abaissera  au  premier  ordre  en  posant 


dp  _ 

1 

(2 

) 

d(ù 

■SU, 

d'où 

d'p 

I    du 

dry- 

2  dp 

et 

par 

suite 

I 

?!_ 

4- 

(i- 

du 

U  1 

2  p  dp 

OU  bien 

'{fi ip 

Ip         p^4- 


da 


Cette  équation  du  premier  ordre  est  linéaire-,  en  l'intégrant 
et  désignant  par  h'  une  constante  arbitraire,  on  aura 
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et,  en  revenant  à  l'équation  (  2  ), 

bdp 


d(i>  =: 


bdp 


'/ 


Telle  est,  en  coordonnées  polaires,  l'équation  des  projec- 
tions des  lignes  géodésiques.  Le  problème  est  donc  réduit 
aux  quadratures.  On  voit  qu'on  est  conduit  à  une  intégrale 
elliptique. 

Discussion.  —  Pi'emier  cas  :  b<^a.  —  Le  radical  de  la 
formule  (3)  étant  toujours  réel,  p  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Pour  p  =  o^  nous  prendrons  oj=  o;  la 
courbe  passe  par  l'origine,  où  elle  est  tangente  k  Ox]  p 
augmentant,  co   augmente.  Pour  p  =  co  ,   w  est  fini;  car 

'  est  finie.  Il  y  a  lieu 

de  clierclicr  si  la  courbe  a  une  asymptote;  il  faut  voir  si 

fi' —  a  une  limite  finie  quand  p  tend  vers  l'infiiii  ;  or 
'dp 

fi* —  = ;  la  limite  cherchée  est 

dp  II         a^\    /         a-'—b^' 


\/H){' 


donc  égale  à  Z>.  Il  y  a,  par  conséquent,  une  asymptote 
distante  de  l'origine  de  la  quantité  b. 

Deuxième  cas:  b^a.  — p  peut  varier  de  ^b'  —  a*  à 
-h  00  ^  il  y  a  encore  une  asymptote. 

Jroisièine  cas  :  b  =  a.  —  On  a 

d.  =  -4^. 


p^p 
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L'iiitcgralion  peut  s'clicctucr,  et  il  vient 


cjfl  —  w  =  log 


d'où 


^-Oi„    _- 


p^ 


■+-  sjp^-^a'' 

"b 

? 

a 

? 
a 

P 

P 

^v/p'+«* 
p 

2a 

„— w  -.w  — • 


La  courbe  admet  l'origine  comme  point  asymptotique  et  la 
droite  p  =  -^r—, ;  pour  asymptote. 

Sin       W    Wn 


Problème  n»  55. 

Trouver  par/ni  tous  les  conoïdes  droits  ceux  dont  les 
rayons  de  courbure  principaux  sont  en  cliaque  point  égaux 
et  de  signes  contraires. 

L'équation  de  ces  surfaces  est 


=  ?(^)  =?(«)'      "  =  i 


z 
On  doit  avoir 

(l)  [l  -h  p'')r-+-  [i  -\-  q']t  —  O.pqs  =  O. 

Or  on  trouve 

p——-u<f'[u), 
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L'équation  (i)  devient,  après  réductions, 

X'[(p"(w)  (l  +  «')4-2«(j,'(«)]=0 


ou 


+ 


I  +  «' 
En  intégrant,  et  désignant  la  constante  par  a,  on  a 


'   '    '        i-+-  u^ 
Intégrant  de  nouveau, 

^  (  «  )  =  «  arc  tang  u  -i-  b; 
donc  l'équation  des  surfaces  est 

Y 

z  —  b  z=  a  arc  tang  —  • 
.r 

On  ne  trouve  doue  que  les  liélicoïdes  gauches  à  plan  di- 
recteur. 

Problème  n°  56. 

Ti'ouver,  parmi  toutes  les  surfaces  gauches  engendrées 
par  une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan 
fixe,  celles  cfui,  en  chacun  de  leurs  points,  ont  leurs  rayons 
de  courbai  e  principaux  égaux  et  de  signes  contriiires. 

Prenons  le  plan  fixe  pour  plan  des  jy,  et  l'équation  gé- 
nérale de  nos  surfaces  sera 

(l)  j-  =  .r<j)(s)H-,{/(z), 

les  deux  fonctions  cj)  et  ^  étant  arbitraires. 
Ou  doit  avoir  l'équalion 

(  2  )  (  ï  -+-  î' )  ^  —  '^■P^^  +  (  1  H-  /r  ^  ;  r=  o. 

En  dillérentiant  l'équalion  (i)  successivement  par  rapport 


APPLICATION    DU    CALCUL    INTÉGRAL.  337 

à  X  ot  j-",  on  trouve! 

o  =  ç(z)  +7''[-^<î>'(z)  +^'  (2)]i 

o=2;7^'(z)  +  p'[^<p"(z)+f' (z)]  +  r[.rç'(2)  +  -y{z)], 

o=     7?'(^)  +  M-^?"{2)+f' (^)]H--v[^?'(2)  +  f(2)]. 
y'[.V(z)  +  f' (z)]+f[.rç'(z)H--y(z)]. 

L'équation  (a)  deviendra 

OU  bien 

f  (z)[i  +  ç=;z)]-2?(z)^':z)f(z) 
+  .rj/'(z)[n-a)2(2)]_2?(z)(p'^(z)j  =  o. 

Cette  équation,  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
riables indépendantes  x  et  z,  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes  : 

Y{z]    _2<p(z)<p'(z) 


I  4-  ©'■'  [  z 


(f"  [z]  2  <p  (  s  )  flp'  (  3  ) 

çp'iz^  I  H-(3)^(z)   ' 

la  dernière  donne,  en  intégrant, 

ç'(z)=:C[l-^q>''^z)]; 

en  intégrant  une  seconde  fois,  on  a 

arc  tang çp  (  z  )  =:  C z  -f-  C. 

On  a  de  même,  en  désignant  par  C"  une  nouvelle  con- 
stante, 

f  (z)==C"C[l  +  a)'(z)]=C"o'(z), 

,!,(z)  =  C"<p{z)  — C, 
T.  —  Bec.  22 
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et  l'équation  de  la  surface  devient 


OU  bien 


y    C" 

arc  tanir ,-  =  C  z  -4-  C  ; 

°  .r  -f-  C 


en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
peut  écrire 


y 
z^=.  a  arc  tan"  —5 


et  l'on  trouve  ainsi  les  hélicoïdes  gauches  à  plan  directeur. 


Problème  n°  57. 

Trouver  les  lignes  asyniptotiques  d' une  surface. 

On  appelle  ainsi  des  lignes  qui,  en  chacun  de  leurs 
points,  sont  tangentes  à  l'une  des  asymptotes  de  l'indica- 
trice de  ce  point.  Soient  a,  8,  y  les  angles  formés  avec  les 
axes  de  coordonnées  par  l'asymptote;  on  aura 

o  =  r  cos-  a  +  2  ^  cos  a  cos  p  -f-  t  ces'  ^ . 

La  ligne  asymptotique  devant  être  tangente  à  l'asymjîtote, 
cos  a  et  cos  [3  seront  égaux  respectivement  aux  valeurs  de 

d.x       fly        -.     .         >iT  •  H' 

—  et  -^5  relatives  a  la  ligne  asymptotique  5  1  équation  pré- 
cédente deviendra  donc 
(l]  o  :=  rdjc--\-  isd.vdj  --  tcly^. 

Cette  équation,  dans  laquelle  /',  s  et  t  doivent  être  consi- 
dérés comme  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  j)',  est 
l'équation  dilïérentielle  des  projections  des  lignes  asyni- 
ptotiques sur  le  plan  des  xj]  elle  est,  comme  on  voit,  du 

premier  ordre  et  du  second  degré  en  -^' 


APPLICATION    DU    CALCUL    IMl'ollAL.  dZçf 

Problème  n°  58. 

Trouver  les  lignes  asj?jiplo/if/ues  de  l'in  perltoloïde  à 
une  nappe. 

Nous  connaissons  d'avance  le  résultat^  en  efï'et,  en  chaque 
point  de  la  surface,  les  asymptotes  de  l'indicatrice  sont  les 
deux  génératrices  rectiligncs  qui  passent  en  ce  point-,  donc 
le  système  des  lignes  asymptotiques  est  identique  au  sys- 
tème des  génératrices  rectilignes.  Voyons  comment  l'équa- 
tion (i)  du  problème  précédent  va  nous  fournir  ce  ré- 
sultat. 

Soit  l'équation  de  la  surface 

.r'  r-         2' 

a'        0-         c^ 


on  en  tire 


C-  .T 


c-j 


c- 
à" 

=  p^-  +zr. 

0 

=  pq^ZS, 

c- 
1/' 

=  q"^  ^Zt. 

L'équation  (i)  donnera  donc 


c- 

■   a' 


Remplaçant  z  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  sur- 
face, il  vient 


«'j-h  +  ^'■'•|  =  \^- -^  fi"-  -r-A  f«'j'  4-  A^c=—  a-'hA 


22. 
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OU,  en  développant  et  réduisant, 


2  .ry  — 1-  .r-  -^ —  =r  6-  -f-  a'  -^ 


ou  bien 


dy  /,  rfv^ 


c'est  l'équation  de  Clairaut.   L'intégrale  générale  est,  en 
désignant  par  in  une  constante  arbitraire. 


y  z=  mx  -r-  y  6'  -i-  a- m-, 

équation  qui  représente,  comme  on  sait,  les  projections 
des  génératrices  rectiligues  sur  le  plan  des  xj. 

Problème  n»  59. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  des  conoïdes. 

Quand  on  clierclie  les  lignes  asymptotiques  d'une  sur- 
face réglée,  l'équation  (i)  de  l'avant-dernier  problème  est 
assez  facile  à  traiter,  car,  la  génératrice  étant  mie  de  ces 
lignes,  on  connaît  une  solution  de  cette  équation  :  c'est  ici 

le  cas.  Soit  z  =fi-  J  l'équation  de  la  surface. 

Nous  en  tirerons 


9=        1/'" 


=-.^/'e:)-è/"(-^)' 


'=  p^'l^ 
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L'équation  (i)  deviendra  donc 

^ .f"  l  ^-  I  (j'^/.r'_  2.rjd.r  dy  H-  x' dy'"-    —  O 

ou  bien 

-X.Tdxf  [^  [ydx.  -  xdy)  +/"  \^-\  [yd.r.  -  X  dyY  =  o. 

On  aperçoit  la  solution 

y  d.r  —  X  dy  tzz:  o 


ou 


y 

—  =  const., 


qui  donne  la  génératrice.  Supprimant  cette  solution,  nous 
aurons 

ou  bien 


iT  \x  I        y 


Les  variables  sont  séparées-,  soitC  la  constante  arbitraire, 
l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera 

(2)  x^-  =  Cf'l-'- 


C'est  là  l'équation  du  second  système  de  lignes  asympto- 
ticjues. 

Considérons  en  particulier  l'hélicoïde  gauche  à  plan  di- 
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recteur,  dont  1  équation  est 

y 

f  3 1  z  =  a  arc  taiiL'  —  • 


/  (  -  \  =  a  arc  taner  —  •» 


On  a  dans  ce  cas 


et  l'équation  (2)  donnera 

rtC 


1+  ^ 


ou  bien 

Ces  lignes  asyniptotiques  se  projettent  donc  sur  le  plan 
des  xj  suivant  des  circonférences  ayant  toutes  l'origine 
pour  centre. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  lignes  sont,  dans  le  cas  présent, 
les  mêmes  que  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices^ 
en  eilet  nous  avons  montré,  dans  le  problème  ol  de  la  troi- 
sième Partie,  que  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  (3)  sont  égaux  et  de  signes  contraires^  en  tous  les 
points  de  cette  surface,  l'indicatrice  est  donc  une  hyperbole 
équilatère,  c'est-à-dire  que,  l'une  des  asyiuptotcs  étant  la 
génératrice,  l'autre  est  toujours  perpeudiculaii'e  sur  cette 
génératrice. 

Problème  n"  60. 

Trouver  sur  un  Jnj^crholoïde  à  une  nappe  les  lignes 
qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux  bissec- 
trices (les  angles  foiinés  par  1rs  gcnr/dt/ices  rectilignes 
qui  passent  en  ce  point. 
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Soit  l'équation  de  la  surface 

,.3  y1  35 

Les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices  rcctilignes 
sont 

a        c 


-=;     l-^ 


et 


.1 
a        c        ).  V  '        b 


-  =  Mr--f  1, 


.?■  Z  I 

a        c 


Si  dans  ces  équations  a:,  j-",  ~  désignent  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  on  en  tirera  les  para- 
mètres correspondants  1  et  (i-^  mais  on  peut  aussi  se  servir 
de  ces  équations  pour  exprimer  les  coordonnées  x^j^^z 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  en  fonction  des  para- 
mètres correspondants  X  et  (Ji;  on  obtient  ainsi 


la 
a 


l~  y. 


lu.  —  I 


Si,  entre  ces  trois  équations,  on  éliminait  À  et  u,  on  re- 
trouverait l'équation  (i)  de  la  surface  5  on  obtiendra  tous 
les  points  de  cette  surface,  en  donnant  à  X  et  p  toutes  les 
valeurs  possibles;  X  et  fz  peuvent  être  regardés  comme  étant 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  5  une 
ligne  tracée  sur  la  surface  aura  pour  équation  une  certaine 
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relation  entrée  et  ^5  par  exemple  les  équations  (2)  repré- 
senteront une  génératrice  rectiligne  du  premier  système 
quand  on  y  fera  À  =  const.  ;  y.  =  const.  donnerait  au  con- 
traire une  génératrice  du  second  système.  Soit  ds  la  dis- 
tance de  deux  points  de  la  surface  infiniment  voisins, 
répondant  aux  valeurs  A,  y.  et  À  -j-  dlj  ^  -i-  d^À  des  coor- 
données -,  on  aura 

-=[(Ê)-(l)'-(:l)]- 

(ci.r  (J.r.         dy  cly         dz  dz  \ 
_— -  — i 1 ■- ! —  )   dkdii. 
dk  d^L         d\  d^L        d\  dY-j 

Remplaçant  les  dérivées  partielles  — ^j  •  •  •  par  leurs  valeurs 
déduites  des  équations  (2),  on  trouve,  en  faisant 


f  c=  --^^a}{;^?-\Y-^-S,h■'-V^c\V--\-lr\ 

4 )  dz'—k  <-/).'  -h  2 B  d\ d-j.  H-  C d'j}. 

Soient  {fig-  63)  M  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ).. 


Fij.  63. 

M' 

/ 

ju,  M' le  point  X  -~  <7À,  ^  -i-  d\)..  P  le  point  À.  u  H-  r/u,  Q  le 
point  Xh-  (/à,  /jt.  On  pourra  déduire  la  distance  MP  de  lé- 
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(jiiatioii  (4)  cil  y  faisant  d)^  =  o,  MQ,  en  faisant  dy.  =  o^ 
un  aura  ainsi 

M  P  =  =h  \/c  r/fx ,      I\l Q  =  ih  ^Xdl  ; 

MP  et  MQ  sont  les  dinîclions  des  génératrices  reclilignes 
du  point  M.  Si  MM' est  la  tangente  à  la  courbe  cliercliée, 
c'est-à-dire  la  bissectrice  de  l'angle  PMQ  ou  de  son  sup- 
plément, on  devra  avoir 

ou,  en  remplaçant  A  et  C  par  leurs  valeurs  (3). 


0^-H. 

aè^-f-c'— 
a-  -f-  c' 
d{. 

^v^ 

-I 

/ 

9.&'4-c'— 

^.M 

-I 

En  prenant  le  signe  H-  et  le  signe  — ,  on  aura,  entre  les 
coordonnées  A  et  p.,  les  équations  diiTérentielles  des  lignes 
cliercliées.  Dans  l'équation  (5),  les  variables  sont  séparées-, 
en  intégrant  immédiatement,  on  introduit  des  fonctions 
transcendantes  5  néanmoins  l'intégrale  est  algébrique.  Ce 
résultat  fondamental  est  dû  à  Euler.  L'intégrale  est  ici,  en 

prenant  le  signe  -i-  et  faisant  /.-^= , j 


(6)    v/^^+2PX^-f-i  — v//v.^^2/-y-'^i  =  ().  — a)  y/oc -+-(). -h ptjs 

C  désignant  la  constante  arbitraire.  Jl  ne  reste  plus  qu'à 
remettre,  pour  A  et  p.^  leurs  valeurs  en  ^',  j)'",  ',  à  éliminer  z 
avec  l'équation  de  la  surface,  pour  avoir  les  équations  des 
projections  des  lignes  cherchées  sur  le  plan  des  xj^. 

Pour  faire  aisément  ce  calcul,  nous  déduirons  de  l'équa- 
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tion  (6)  les  formules  suivantes  : 

C  (X  —  y.Y=  I  -f-  Â'fx=+  /■=  ().=  -4-  iJ.'^] 


y/).*  H-  2  /-'À='  -M  v/fA'  +  2  A-'f*'  -+-  I, 

l'y.'-j-  p[r--h  y'] 
^  V^>74-  2  /-^  A'  -h  I  v/ft'H-aX-'p-'H-l, 


(,._C)  r^Zli^Vn^  f^^^lV^  r^^^V=  ^=li  -  X 


T^                        ,         ..         ,           .                      ,                ).y.  H-  I       /.'-A  —  I 
Dans  celte  dernière  équation,  remplaçons  -' j  -^^ — » 

1 .. 

par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2),   et  nous 


>  H-  p 
trouverons 


a'         ^  '  b'         c-  C 

Entre  cette  équation  et  l'équation  (i)  de  la  surface,  élimi- 

I          C*^-^~  Cl'  2r>*— ^C' 0} 

nous  X,  remplaçons  C  par  C'=^-  C  ,•>  A"  par  " 


'j>     c'-h  6-        ^  c"-  -~-  «' 

et  nous  obtiendrons 


Le  lecteur  reconnaîtra  aisément  là  l'équation  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  riivperboloïde  sur  le  plan 
des  xy^  cela  devait  être.  En  ellct,  eu  un  point  quelconque 
de  la  surface,  les  génératrices  rectilignes  sont  les  asym- 
ptotes de  l'indicatrice  5  les  bissectrices  des  angles  des  géné- 
ratrices rectilignes  sont  les  axes  de  l'indicatrice  ou  les  tan- 
gentes des  sections  principales.  Donc  les  lignes  cherchées 
sont  tangentes  en  chacun  do  leurs  points  à  l'une  des  soc- 
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lions  principales  qui  passent  en  ce  point  j  ce  sont  donc  les 
lignes  (le  courbure. 

La  même  question  se  l'ésout  plus  facilement  dans  le  cas 

du  paraboloïde  équilatère  xj==  az-^  on  a,  dans  ce  cas,  les 

formules 

.T  ^=  a.\,      jzzzau,      z  =  alii, 

ds^=  a'[[ i  -+-  fi-  ; d\-  -h  [i  -h  T']  dy.-]. 

L'équation  (5)  devient 
dl 


d'où,  en  intégrant, 

y/À'-f-  I4-).  =  C(v'.^'t-  i  —  .")• 

En  partant  de  là,  on  n'aura  pas  de  peine  à  obtenir,  sur  le 
plan  des  X}',  l'équation  des  projections  des  lignes  clicrcliées. 

Problème  n"  61. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
rectiligJies  du  païaholoïde  équilatère  xj  =  az. 

Les  génératrices  rectilignes  du  premier  système  ont  pour 
équations 

Pour  la  trajectoire  orthogonale,  on  doit  avoir 
dj  -hldz  =  o 

ou  bien,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur  -»  tii^ée  de  la  seconde 

équation  (i), 

jdj  -^zdz=  o. 
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Intégrant  et  désignant  par  A  la  constante  arbitraire,  on  a 

Ainsi  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  recti- 
lignes  du  premier  système  ont  pour  projections,  sur  le  plan 
des  j)z,  des  circonférences  dont  l'origine  est  le  centre 
commun. 

La  même  cliose  a  lieu,  sur  le  plan  des  xz^  pour  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  génératrices  rectilignes  du  second 
système. 

Problème  n»  62. 

Montrer  que  la  famille  des  surfaces  représentées  par 

l'équation  a  =  — •,  dans  laquelle  a  est  le  paramètre  va- 

j'iable,  fait  partie  d'un  sjsteme  triple  orthogonal,  et 
trouver  les  deux  autres  fanùlles. 

On  sait  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 
Cf.  =  F(x,  Y^  z)  ne  font  pas  généralement  partie  d'un  sys- 
tème orthogonal^  la  fonction  F  doit  vérifier  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qu'a 
fait  connaître  M.  Bonnet. 

Soit  (5  =f[x^j\,  z)  l'une  des  familles  cherchées;  ou 
devra  vérifier  identiquement  l'équation 


ou  bien 


ch.   d^         (hj.  d^         da.  r/p  _ 
djc  dx        dy  dy        dz  dz 


.T  dx       y  dy         z   dz 


C'est  là  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 
vées partielles.  Pour  l'intégrer,  nous  ibrmons  les  équations 
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clinércnlicllcs 

,d.r=:      d     =--d-  =  'i^~. 

Les  équations  intégrales  de  ce  système  sont 

et  l'on  sait  que,  4"  désignant  une  fonction  arbitraire,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (i)  sera 

p  =  *(C„C.). 

En  désignant  de  même  par  ^  une  fonction  arbitraire,  la 
troisième  famille  chercliée  sera  donnée  par  l'équation 

7  =  T(C„C,). 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^P  et  ^"  des  quantités 
Cl  =  z^-\-  x^-,  Cz-=  z-  -':-y~^  chacune  des  surfaces  |3  cou- 
pera ortliogonalement  chacune  des  surfaces  a,  et  il  en  sera 
de  même  de  chacune  des  surfaces  y.  Il  reste  à  exprimer  que 
deux  quelconques  des  surfaces  |S  et  y  se  coupent  orthogo- 
nalem.ent-,  il  faut  avoir 

d^   d-f     ^    r/fî   dy         d^  dy  _ 


O, 


ou,  en  remplaçant  x  et  j-  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 

Z  %    v^i    et   V^2  7 

d-î»    d'i'  <-/<I>    c/M"  ,  /  d'î>    r/4-  d4>    dW  \   _ 

^'dC.dC,'^  ^'  dC:  dC,  "^  ^'  [dC,  dC:'^  dC.dCj  ~^' 

Cette  équation  devant   avoir  lieu  quelles  que   soient  les 


d.v  dx        dy  dy        dz   dz 

ou  bien 

^di^    dW 
^  dCt  r/C, 

-4-J 

,  d<\^    d\'           ,  (  d^     ^     rM>  "^  1 

/  d'i'     _     dW 
\dC,     '    dC, 
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quantités  Ci,  C.  et  ~,  on  doit  poser  les  deux  équations 

d^    d'Y  d<î>    dW  __ 

dCtdC2~^      ^  ^  ~~  °' 

De  ces  deux  équations  on  tire 

et  par  suite 

—  r/<I>  ,—  r/<l>  ,—  d^-        —  dW 

Chacune  de  ces  équations  est  une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre,  aux  dérivées  partielles.  Pour  intégrer  la  pre- 
mière, on  considère  le  système  d'équations  ditlérentielles 

■  T.      .         r/C,  dC,       d<i>         .      ,  ... 

ordinaires  — ^  =  rr:  — =  =  —  >  qui  admet  pour  intégrales 
V/C,  v'C.         « 

a  =  Y^Ci  ±  ^C, ,  b  =  ^l>.  On  a  donc 

p=:*(vc;±:v^c;) 

ou  simplement 

P  =r  y  C;  -I-  y/C:,       7  =  y/Q  —  v/Ci- 

Ainsi  le  système  triple  demandé  est 

a.=  ~,      p  =  \/z-  -h  .f  H-  \/z'  +  j  ^      7  =  v'-'  -f-  ^'  —  V^ÎM-  j\ 


z 


On  voit  que  les  surfaces  j3  et  y  peuvent  être  définies 
comme  étant  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
ou  la  diliérence  des  distances  aux  axes  des  x  et  des  >  est 
constante. 

Ces  surfaces  ont  été  trouvées  par  ^I.  J.-A.  Scrrct. 
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Problème  n°  63. 

De  la  IronsfonnnLLOii  pa/'  rajoiis  iwcLaur.s  /cciprof/ucs. 

Considérons  un  système  de  points  ;;i,  m',  m"^  ...  et  un 
point  fixe  Oj  aux  points  ///,  m',  .  ..,  nous  faisons  corres- 
pondre une  série  de  points  M,  M',  M",  . .  . ,  définis  comme 
il  suit  :  sur  les  rayons  vecteurs  Om,  O;//,  Oin'\  . . . ,  nous 
prenons  des  points  M,  M',  M",  . . . ,  tels  que  OM x 0//i  =  A", 
OM'x  0//i'=  A',  ...,  A  étant  une  constante  donnée^  la 
figure  MM'M". . .  est  dite  la  transformée  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  la  figure  mm'm" .. .  relativement  au 
point  O.  Cette  transformation  entraîne  des  relations  sim- 
ples entre  les  deux  figures  5  nous  allons  faire  connaître  les 
plus  importantes. 

Soient  X,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  figure  proposée,  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  transformée,  /•  =  0m,  r'=^Oin'^  ..., 
R  =  OM,  R'^  OM',  ...  -,  on  trouve  aisément 

X=     ,  :.  =  -^5 

.r-  -)- j'^  4-  ::'  /- 

Irz 


.T' 

^j^-V-z' 

h\r 

x- 

'.^j^^.j 

/  =  3 

Z  = 

.V'  -\-  y'  -f- 


Rr=^-: 


X^  +  Y'-- 

4-Z- 

Z  =  Y 

X^  +  Y- 

i-Z'^ 

r-z 

Soient  ])  la  distance  de  deux  points  m  et  vi'  de  la  figure 
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proposée,  P  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M'; 
on  a 

pj  :=  /  x=^-y'+ z^  j -H  (x'= 4-T"-f- z'2  )  —  2  ■;  XX' H-YY' -T- zz' ;, 

/ <  J,^         2 /■<  ( ncx'  -h yy'  -f-  zz'  ) 


p: 

/■ 


P=: 


;T7r:[(-^  — -^'r--  (J— /i'-^(2  — 2']'], 


(3)  P-^/^- 

Prenons  pour  première  figure  l'enseroble  des  points  du 
plan  défini  par  l'équation  ax-\-hy  -r-cz-\-  d=^o-^  la  trans- 
formée aura  pour  équation,  d'après  la  formule  (2). 

r/^X=-r-Y=H-Z=;  -H/.\aX-i-^*Y^cZ    =0. 

Ce  sera  une  sphère,  excepté  lorsque  le  plan  donné  passe 
par  l'origine,  auquel  cas  la  transformée  est  ce  plan  lui- 
môme;  le  centre  de  la  sphère  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  O  sur  le  plan.  A  deux  plans  paral- 
lèles répondent  deux  sphères  tangentes  au  point  O. 
Prenons  pour  première  figure  la  sphère 

:r2-i- J-H-  2'—  I.K.r  —  oBj  —  2Cc  -f-  D  —  O ; 

la  transformée  sera 

D  ;x=-i-Y=  +  Z=    —  2Â-  AX~  BYh-CZ    -+-  k'z=^o. 

C'est  une  sphère,  excepté  dans  le  cas  où  D  =  0;  alors  la 
sphère  donnée  passe  par  l'origine-,  la  transformée  est  un 
plan. 

Une  circonférence  de  cercle  pouvant  être  considérée 
comme  l'intersection  d'un  plan  et  d'une  sphère  aura  gé- 
néralement pour  transformée  une  circoniérence  de  cercle; 
elle  ne  sera  une  ligne  droite  que  quand  la  circonférence 
proposée  passera  par  le  point  O. 
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Une  propriété  roinar(|ual)lL'  de  celle  li'ansforinalion  con- 
siste en  ce  que  les  deux  Iriaiii^Ies,  foiinés  par  Irois  points 
inlininuMil  voisins  (jui'Iconcjues  de  la  liyiirc  pruuilive  cl  les 
trois  poinls  correspoiidanls  de  sa  translorinée ,  sont  sem- 
blables l'un  à  l'autre,  en  sorte  que,  si  deux  lignes  se  coupent 
dans  l'une  des  ligures  sous  un  certain  angle,  les  lignes  cor- 
respondantes de  l'autre  ligure  se  couperont  sous  le  même 
angle. 

La  démonstration  de  celle  propriété  repose  sur  l'équa- 
tion (3) 

f.'p 

rr 

Supposons,  en  elîbt,  que  les  deux  points  m,  m'  soient  inli- 
niment  voisins  et  que  leur  distance  soit  représentée  par  ds\ 
soit  rfS  la  distance  des  points  correspondants  M  et  M';  nous 
aurons,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur à  ds^ 

Pds 

dS  =z  • 

Considérons  un  troisième  point  j?i"  infiniment  voisin  de 
m  et  7/i',  et  soient  ds'  et  ds"  ses  distances  à  ces  deux  points, 
dS'  et  dS"  les  distances  correspondantes  MM",  M'M":  nous 
aurons  aussi 

d^'  = , 


^S" 

,_  h'ds" 

r-     ■ 

dS  _ 

dS' 

dS" 

ds  ~ 

d7 

~~  ds" 

d'où 


Ainsi  le  triangle  infinitésimal  mm' m"  est  semblable  au 
triangle  correspondant  MM'M";  l'angle  de  ds  avec  ds'  est 
donc  le  même  que  l'angle  de  <iS  avec  ^S'. 

T.  ~  Rec.  23 
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En  particulier,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  cer- 
tain angle,  leurs  transformées  se  coupent  sous  le  même 
angle. 

On  déduit  aisément  de  là  un  tliéorème  important  : 

Les  transformées  des  lignes  de  courbure  d' une  surface 
sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  transformée. 

Représentons-nous,  en  effet,  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  proposée,  les  deux  séries  de  surfaces  dévelop- 
pahlcs  orthogonales  entre  elles  et  à  la  surface  donnée,  cjui 
sont  formées  par  les  normales  successives,  et  la  série  des 
surlaces  parallèles  à  la  proposée;  nous  aurons  là  un  système 
triple  orthogonal.  La  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  nous  donnera,  d'après  ce  qui  précède,  un  nou- 
veau système  triple  orthogonal,  et  le  théorème  de  Dupin 
nous  apprend  que  ces  surfaces  se  couperont  mutuellement 
suivant  leurs  lignes  de  courbure;  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  donnée  resteront  donc  lignes  de  courbure  de  sa 
transformée. 

Considérons,  comme  application  de  ce  qui  précède,  le 
système  orthogonal  formé  des  surfaces  liomofocales  du  se- 
cond degré,  savoir  : 


^=  Il 


ou 


ja'         p.-  —  h'^         c^  —  p.- 
•^ J^ z' 


b'<^c',      p'>c-,       **<p'<c',      v'<^»'; 


nous  en  déduirons,  en  transformant  par  ravons  vecteurs 
réciproques  ce  nouveau  système  orthogonal,  formé  de  sur- 


X' 

4- 

Y' 

-+- 

Z^ 

p' 

P' 

— 

6' 

p' 

— 

c^ 

X' 

Y' 

1 

Z= 

7" 

4- 

u.' 

î 

J' 

c' 

— 

f^' 

x^ 

— 

b' 

Y2 

T^ 

— 

Z' 

V- 

c' 

— 

'j' 

(X=  +  Y» 

-4-2')= 

^« 

(X»  +  Yî 

+  Z')* 

/' 

(X=4-Y' 

'-f-Z')  = 
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faces  du  fjuatricme  degrc, 


;4) 


Ces  surfaces  se  couperont  niuluelleineiit  suivanl  leurs  lignes 
(le  courbure.  On  saura,  par  exemple,  trouver  les  ligues  de 
courbure  de  la  surface,  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  de  l'ellipsoïde 

.r'         r'         z^ 
sur  ses  plans  tangents;  l'équation  de  cette  surface,  qui  est 

rentre,  en  effet,  dans  la  forme  (4). 

Considérons  encore  le  système  orthogonal  dont  nous  nous 
sommes  occupé,  p.  34^, 

.TV  • 

P  = 

Appliquons-lui  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques ;  nous  en  déduirons  ce  nouveau  système  orthogonal 

XY 


Z(X^  +  Y-'H-Z^) 

v'ZM^+\/Z'-f-X-- 
'^  X'H-Y^+Z-         ' 

"^^  X'  +  Y^+Z^ 
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3j6  troisième  partie. 

Nous  saurons  trouver  les  lignes  de  courbure  des  familles  de 
surfaces  représentées  par  ces  trois  équations. 

Proposons-nous,  comme  dernière  ajiplication,  de  trouver 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe  des  sphères 
(|ui  touchent  trois  sphères  données. 

Soient  O  et  P  les  points  d'intersection  de  ces  trois 
sphères.  Prenons  le  point  O  pour  origine,  et  opérons  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dans  la 
ligure  transformée,  les  trois  sphères  données  seront  rem- 
placées par  trois  plans,  qui  se  coujDeront  en  un  point  H 
correspondant  au  point  P.  La  surface  enveloppe  des  sphères 
tangentes  aux  trois  plans  sera  un  cône  circulaire  droit, 
ayant  son  sommet  au  point  Tl.  Les  lignes  de  courbure  de 
cette  surface  conique  sont  :  i°  les  génératrices  rectilignes 
qui  passent  toutes  par  le  point  II;  dans  le  retour  à  la  pre- 
mière figure,  ces  droites  deviendront  des  cercles  passant 
tous  par  le  point  P;  2*^  les  parallèles,  qui  deviendront  aussi 
des  cercles.  Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  enveloppe 
des  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données  sont  donc  des 
circonférences  de  cercle. 

Ce  qui  précède  est  extrait,  presque  textuellement,  d'un 
beau  Mémoire  de  M.  Liouville,  publié  au  tome  XII  du 
Journal  de  Alathénialicjues  pures  et  applit/uêcs. 

Problème  n°  64. 

Trouver  les  systèmes  orlJiogonaux  dont  font  partie  les 
sphères  représentées  par  l'équation 


oh  a.  est  un  paramètre  variable. 

Les  sphères  proposées  passent  par  l'origine  et  ont  Icur.s 
ccntrcis  sur  l'axe  des  x.  Ecrivons  leur  équation  comme  il 
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S  ait  : 

(')  «  = -• 

a: 

Nous  allons  d'abord  clurclicr  la  forme  la  plus  générale  des 
fonctions  F,  telles  que  les  surlaces  représentées  par  l'équa- 
tion p  =  F(a',j,  z)  coupent  à  angle;  droit  toutes  les  sphères 
proposées,  quel  que  soit  le  parauiètre  variable  p-^  nous  de- 
vrons avoir  identiquement 

dF  d'ji       dY  dx        dF  doL  _ 
d.f   dx        dy    dy         dz    dz 

OU,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (i), 

2)  ,r.5_j>î_c2  +  2-'-Jt~  -^  2^2-—  =o. 

dx  dy  dz 

C'est  là  une  équation  linéaire,  du  premier  ordre,  aux  déri- 
vées partielles.  Pour  en  trouver  l'intégrale  générale,  il  nous 
faut  intégrer  le  système  suivant  d'équations  dillérentielles 
simultanées  : 

,  „ ,  dx  dy  dz  dY 

.T^ X'  2-  2  .ty  2  .TZ  o 


Mettons  à  la  suite  de  ces  trois  rapports  égaux  le  suivant, 

.      1             •    <      1                 1                   •            xdx -\-ydr -f- zdz 
égal   aussi  a  chacun  des  premiers,   , *^^^ ,    et 

considérons  les  deux  équations 

dy    .7:dx  -+-  ydy  -h  zdz 

dz  .7v/.};  -\-  y  dy  -\-  zdz 

En  désignant  par  C  et  C"  deux  constantes  arbitraires,  on 
aura,  en  intégrant  après  avoir  supprimé  x  en  dénomina- 
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teur, 


bien 
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logj  rz:  log(a'-f- jr'H-  2-';  -~-  logC, 


—  C,       =  C"; 


F  =  C. 

Tel  est  le  système  intégral  général  des  équations  (3);  donc 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera,  on  désignant 
par  y  une  fonction  arbitraire, 

C=/(C',  C") 
ou  bien 

y  2 


^=f 


-hj'^-h^^     x'-hj'-h 


Donnant  à  /"deux  formes  dilîérentcs  o  et  -},  désignant  par 
(5  et  y  deux  paramètres  variables,  nous  pourrons  prendre 
pour  équations  des  deux  familles  de  surfaces  conjuguées  à 
la  famille  des  surfaces  (i) 


P-? 


7  =^ 


■y' 
y 


■j''->rZ'       .ir^y- 


A- 


Oiicls  que  soient  les  paramètres  a,  j3,  y,  une  quelionqur 
des  suifaccs  des  familles  (2)  ou  (3}  coupera  toujours  à  angU- 
droit  lune  ([uebonque  des  surlaces  de  la  famille  (i).  Reste 
à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se  eoupt'iit  aussi  mu- 
tuellement à  angle  droit. 
Soit  posé,  pour  abréger. 
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d  où 

(5)  P  =  cp(«,  .'),       7r_L-4,(«,  «O. 

INous  devrons  avoir  idcnliqucmcnt 

dx  dx         dy  djr         dz  dz 


359 


OU  bien 


(p  d\>  \    /  d^  du         d'if  dv  \ 
du  d.r     '     di-  dx  )  \du  dr.         d\<   dx  j 


d-p   du         d<f  dv 


.  —:  0, 


et,  eu  dévclo])pant, 

l  ~(ûi  Tu  ySTi)  "^  \d~r)  ■^"  \dl)  J 
^.^  do  d^  \fds 

(^î      ^  d.  T  \Xd. 


(h' 
+  '.77 


)  d-if         r/o)  d\\    /du    dv         du  dv         du  rA'\ 

^du  fA'  (h'  du)  \dx  dx         dr  dy        dz    dz  j 

Eu  reuiplarant  a  et  v  par  leurs  valeurs  (1),  ou  trouve 


\dx)    '    \dy 


fduy    (f^"\ 


'  dv 
dv 


dz  J 

dv 
Tz 


lu  dv 


du  dv         du  dv  

dx  dx        dy  dy         dz   dz 


L'équatiou  (2)  devient  donc  simplement 
c?«p  d-]f        r/(j)  d-^ 


du  du        dv   dv 


O. 


Quand  on  se  donnera  une  fonction  '^  particulière,  en  in- 
tégrant l'équation  (6)  linéaire  du  premier  ordre  aux  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  tp,  on   aura  cette  dernière 
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fonction  ;  il  existe  donc  une  infinité  de  systèmes  orthogo- 
naux dont  fait  partie  la  famille  de  surfaces  (i). 

On  peut  se  représenter  tous  ces  systèmes  d'une  façon 
simple,  comme  nous  allons  le  voir. 

Transformons  ces  systèmes  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  sur  le  ravon  vecteur  mené  de  l'origine  au 
point  7«(jc,j  ,  z)  un  point  iM(X,  Y,  Z]  tel  que 

les  coordonnées  X,  Y,  Z  seront  les  fonctions  suivantes  de 


A  = 

.7'' 

i_i_y.- 

-T-   Z' 

Y  = 

y 

a:' 

'■-^y- 

+   2' 

Zr- 

z 

X'  H-  y-  H-  z^ 

et  notre  svstème  orthoironal  deviendra 


(8)  x=-,    p  =  «,(Y,z;„    7  =  -;:y,z; 


Ce  nouveau  svstème  sera  aussi  orthogonal;  il  est  composé 
de  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  X  et  de  cvlindres  pa- 
rallèles à  OX,  et  dont  les  bases  sur  le  plan  des  YZ  sont  des 
courbes  orthogonales.  Réciproquement,  si  l'on  considère  le 
système  le  plus  général  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes, et  qu'on  le  transforme  par  ravons  vecteurs  réci- 
proques, on  aura  le  système  le  plus  général  demandé.  La 
réponse  à  la  qui-stion  posée  est  donc  la  suivante  : 

Que  l'on  considère  le  système  orthogonal  triple  formé 
de  cylindres  orthogonaux  parallèles  à  l'axe  des  X,  et  de 
plans  perpendiculaires  sur  cet  axe,  et  qu'on  transforme  ce 
système  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  aura  une  in- 
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(inité  de    syslèuios   orthogonaux ,    (|ui   sont    les   systèmes 
cherchés. 

Prenons,  par  exemple,  potir  nos  cylindres  les  plans  per- 
pendiculaires aux  axes  des  Y  et  des  Z,  ayant  par  consécjuem 
pour  équations 

Y=  const.  =  -•) 

P 

Z  =  const.  :=  -• 
7 

Nous  aurons  à  transformer  par  rayons  vecteurs  réciproques 
le  système 

i._X       'y       '-Z 

-  —  A,        -  — .   1  ,        -  ■ —  Zj, 
a  p  y 

ce  qui  donnera  le  système  triple  orthogonal 

a.=z ,      6=  ^ ,      7=  — — > 

^  y  ^ 

formé  de  sphères  passant  par  l'origine  et  ayant  leurs  centres 
sur  les  axes  Ox,  Oj  ,  O:;. 

Prenons  en  second  lieu  pour  bases  des  cylindres  sur  le 
pian  des  YZ  les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales  re- 
présentées par  les  équations 

y,  yj 

Nous  en  déduirons  le  système  triple  orthogonal 

.r'  -h  J'  ->!-  z^  =  ot.  x, 

y  2  _2 

—  —  fx^-hy-hz^y. 


7  <^  —  7 
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Problème  n°  65. 

Trouver  les  systèmes  orUiogonaux  dont  font  partie  les 
cônes 


ou  Cf.  est  un  paramètre  variable. 

Déterminons  d'abord  la  fonction  F  de  façon  que  les  sur- 
faces représentées  par  l'équalion 

^  =  Y[x,x,  z) 

coupent  à  angle  droit  tous  les  cônes  proposés,  quel  que  soit 
le  paramètre  p. 

IN'ous  devrons  avoir  identiquement 

r/p    (ly.  dû    dy.  dû  dx 

d.r.  dx         dy  dy         dz  dz 

ou  bien,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (i), 

do  dû  do 

I  j,-3  ^   +  -r  -L  _  o  x>-  --  =  O. 

djc  dy  dz 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  celte  équation  linéaire, 
nous  devons  intégrer  le  système  suivant  déqualions  simul- 
tanées : 

dx         dy  dz  do 

yz        .Tz        —  2.»y        o 

ou 

I  dn 

.r  d.r  z=r.  y  dy  z= z  dz  =i  —-  • 

-^     '  1  o 

Nous  avons 
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par  suite  l'inlcgrale  générale;  de  l'équation  (i)  sera 

p  =  F  (  3^  -4-  2  .r%    z'  ->r-  C>._1  '  \ 

F  étant  une  fonction  arln'lraire. 

Donnant  à  la  fonction  F  deux  formes  distinctes,  dési- 
gnant par  |S  et  y  deux  paramètres  variables,  nous  prendrons 

(3)  7=z,}<(3'-h2.r\    z'-f-oj'). 

Posons,  pour  abréger, 

(4)  H  =  z' -+-  2  .î;-',       (•=:  2--T- 2j'; 

nous  aurons 

1  =  (pf«,  ('], 


l's: 


7  —■>!'"'  '') 


Quels  que  soient  les  paramètres  |3  et  y,  l'une  quelconque 
lies  surfaces  (2)  ou  (3)  coupe  à  angle  droit  toutes  les  sur- 
faces (1)5  reste  à  exprimer  que  les  surfaces  (2)  et  (3)  se 
coupent  mutuellement  à  angle  droit,  ce  qui,  d'après  l'exer- 
cice précédent,  donne  l'équation 


du  (lu 


m~m-m] 


drf  fl^         df   d-^\   Idu'dv         du  dv  du  d\ 

du  dv  r/c    duj  \d.r  e/.r:         dy  dy         dz    d: 

Cette  équation,  qui  doit  être  vérilîéc,  cruels  que  soient  a:, 
j'-,  z,  devient,  quand  on  y  remplace  u  Ql  w  par  leurs  va- 
leurs (4), 

1,^.^  ia:A  ±  ^  -u'-^-^Ar^^  ±  ^  ^  .J±^  ^ 'Il  'I:k 
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Exprimons  x  et  j'  à  l'aide  de  z,  u  et  v^  au  moyen  des  équa- 
tions (4),  et  nous  aurons 

^  ^  du  du        ^  '  dv  dv  \du  dv        di'  du) 

et  cette  équation,  devant  être  vérifiée  quels  que  soient  w,  w 
et  r,  se  partage  immédiatement  en  deux  autres 

I       d^  r/.^  r/<p  d!^  _ 

\       du  du  dv   ^/c  ' 

(7)  < 

'   dc^  d-^         d(^  d-^         d(f   d-^         df  d-if 

du  dv         dv   du        du  du         dv   dv 
La  dernière  équation  peut  s'écrire 

d'où  en  premier  lieu 

d(f         d<ti 
du         dv 

Cette  équation  étant  intégrée  donne 

y  =  ç(«  -4-  r), 

c^  étant  une  fonction  arbitraire 5  et  l'équation  (7},  quand  on 
y  remplace  (p  par  la  valeur  précédente,  devient 

,    ,  d-h         d-h 

(9)  u-^  -i-  v-/=o. 

^^'  du  dv 

Pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  j  in- 
tègre le  système 

du  dv        d'^ 

u  V           o 

qui  donne 

C=-,      C  =  ^. 
u 
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L'iiilcgrale  générale  de  ré(|aation  (9)  est  donc 


^  étant  nne  fonction  arbitraire  ;  nous  avons  ainsi  le  système 


orthogonal 


qui  n'est  pas  plus  général  que  le  suivant  : 


ou  bien 


^,    p:^..-^,.^3%    ,  =  'L-^-^' 


■+  l.r^ 


ISous  trouvons  ainsi  pour  surfaces  conjuguées  des  propo- 
sées des  cônes  ayant  même  sommet  que  les  proposés  et  des 
sphères  ayant  l'origine  pour  centre. 

Si  dans  l'équation  (8)  on  avait  annulé  le  second  facteur, 
on  serait  évidemment  tom])é  sur  le  système 

.rr       „       -^  +  2  j^ 


Problème  n^  66. 

L'une  des  familles  d'un  sjstètne  triple  orthogonal  étant 
représentée  par  l' équation 

(l)  a.=.Tyz, 

da/is  laquelle  a  est  un  paramètre  variable,  on  demande 
de  trouver  les  deux  autres  familles . 

Soit  j3  =  F(:c,  j",  z)  l'équation  générale  des  surfaces  qui 
coupent  à  angle  droit  les  surfaces  (1)5  nous  devrons  avoir, 
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(jucls  que  soient  .r,j)',  z, 

r/F  da.        f/F   dj.        r/F  ^/a  _ 
dx  d.r.         dy   dy  dz    dz 

OU,  en  remplaçant  les  dérivées  de  a  par  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  (i), 

I   r/F  I    r/F  I    r/F 

(2)  --7--^ T-^ r=^' 

^     '  :r  (IX        y   dy         z   dz 

Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, je  considère  le  système  suivant  d'équations  dille- 
rcntielles  simultanées  : 

r/F 

.r  d.i:  =  ydy  ^^  zdz^=z ^ 

'     ~  o 

et  l'en  tire 

C,  =  .r2+ r=—  iz\ 
C,  =  F; 

donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 
o  désijinant  une  fonction  arbitraire.  Posons 

»  <3 

I«  =  .r^  -i-  )  *  —  2  3', 
.•  =  .'-.'.■, 

et,  en  désignant  par  y  une  nouvelle  rouclion  arbitraire, 
nous  prendrons  pour  les  équations  des  familles  de  surfaces 
cherchées 

(4)  P  =  ?(".'')'   7  =  -M".''!' 

[3  et  y  étant  les  paramètres  variables.  11  nous  reste  à  cx- 
piiiuer  (ju'une  quelconque  des  surfaces  j3  coupe  à   angle 
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tlroil  une  quelconque  des  surfaces  y,  c'est-à-dire  que 
d.r  dx         djr  dy         dz  dz 

Cette  équation,  quand  on  y  introduit  a  et  c,  devient 

dû  dûl  y  \dl-j    "^  \dJl    "^  \dz)   yT^'d'Y  \dr)    "^  \,h)    J 

dis    d-b         d-f   ^^'^\   f  ^^"    ^^^'         *"'"    ''''\ 
du  d\'         d\'    du)  \dx  dr         dy  dj  j 

Remplaçons  les  dérivées  de  u  et  r  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (3),  et  nous  aurons 


df  d-^ 
du  du 


do  d-}j  ,  , 

d\'  d\' 

f  do  di)         r/ffl  d-h  \    ,  , 

'       '       ^     '     —  — L  \  f.r= —  r')=0. 


\du   di'         dv  du 


Mettons  dans  cette  dernière  équation,  pour  x-  et  }  -,  leurs 
expressions  eu  «,  r  et  z-  tirées  des  formules  (3),  et  il 
viendra 


d(f  d^  -   ^^         do  d-^  , 

du  du  '  dv  df 


/  do  d'j         do  dy       _ 
\du  dv  di'  du 


Celte  équation,  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  «,  v  et  c*, 
se  partage  en  deux  autres  : 


d^  d^ 
du   du 
do  db  do  db 

du   du  dv  di> 

On  déduit  de  là 


dv  dl 

dv    rtc 


do   d\ 

d7t  'Th' 


do   db 
di-   du 


fd^y  do   do         ^     f  doY 


db  db 

du  dv 


-  h'-'A'     ■ 
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cl  par  sulle 

y      dv         ^  du 

dl>         r  , TT-    db 

,^_(„_,/„=^.V.;-=o. 

Ces  équations  aux  dérivées  partielles  sont  linéaires.  In- 
tégrons la  première;  nous  serons  conduits  à  trouver  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  dillérentielle  homogène 


(6)  -r= 

Je  pose  u=^  V afin  de  séparer  les  variables  et  de 

chasser  le  radical  en  une  seule  fois  5  j'en  tire 

/- =r-        3  -h  0- 

1/  u'  -1-  3  i»'  = -^ —  r, 

3.9 

3 


et  l'équation  (6)  devient 


d^>  3  -f-  9-  I  / 1  -y.  2     \  ^fl 

•^^  =  -\ô-9-T3-9-=r3J^'- 


^        9(c)_e2)  3^9        9  _t_  3 


En  intégrant  et  désignant  la  constante  par   C,    j'aurai 
donc 


Remettant  pour  9  sa  valeur  en  u  et  t',  je  trouve,  après  quel- 
ques réductions, 

C'  =  (  y/^4-  3  c'  -f-  2  «  )'  (s«'+>=  —  «  ) . 

L'intégrale  générale  de  la  première  équation  (5)  sera  donc 
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|3=  «$(0')  ou  siinplcment  ^  z—  C',  c'cst-à-dirc 

p  =r  fyi7H-~37*-f-  2  «)'  (  v/f/'H-Sj'^  —  «). 

On  aurait  de  luriiu- 

Y  r=  (  ^^+  3f'  —  2  f<  ?  (  s/u-  -;- 37'  +  «). 

Remettons  à  la  place  tlo  a  et  v  leurs  valeurs  en  x^j^  z^ 

3  7 

remplaçons  (3  et  y  par  — -et  — y>  et,  après  quelques 

calculs  assez  simples,  nous  aurons  le  système  triple  ortlio- 
ijfonal  demandé  sous  la  forme 


^ 
"i 


a  =r  xjz. 


—  2  (.r*  -f-JK^  H-  s'  — y'z''- —  z'-.T-  —  .T'y-)- , 


l    y  =  (  j'-  +  0^  —  2  j:'-^  ;  ;^  2^  -T-  .r'  —  ojr'  ^'  '  X'  -}-  J>'2  —  2  2') 

■^)  ,4 

V  -f-  2  (.r'  -f- J*  -t-  Z^  —  /-^^ —  z'x' — -.r'/=  j  ". 

D'après  le  théorème  de  Dupin,  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface 

x  —  xjz 

seront  les  intersections  de  cette  sui'face  par  les  surfaces  (y) 
et  (8). 

Problème  n"»  67. 

Détenjiiner   les  fonctions  X,  Y,  Z   ne    contenant,    la 
première  que  x^  la  deuxième  que  j.,  la  troisième  que  z, 
de  telle  façon  que  les  surfaces  représentées  par  les  équa- 
l.~  Rec.  24 
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lions 


X 

a 

4- 

P 

Y 

1 

-+- 

Z 

— 

l. 

p 

9 

— 

c 

f* 

X 

a 

-h 

P 

Y 

1 

-f- 

f* 

Z 

c 

z= 

l, 

V 

X 

a 

-+- 

V 

Y 

1 

-1- 

V 

z 

c 

= 

I, 

où  p,  f/,  V  .vonî  fZe,ç  pararncUes  'variahles,  «,  ^,  c  des  con- 
stantes données,  constituent  un  système  triple  orthogonal, 
c'est-à-dire  de  façon  qu'une  quelconque  des  surfaces  de 
l'une  des  familles  coupe  à  angle  droit  une  quelconque  des 
surfaces  des  deux  autres. 

De  la  première  des  équations  (i)  on  tire 

p'  —  p^  ( X  -i-  Y  -!-  Z  +  a  -}-  è  -f-  c) 
-\-  p[X(6  -f-  c]  -i-Y(c  -H  a)  H-Z(a  -f-  b]  -\-hc-\-ca  -^- ah\ 

—  [X^c  +  Yca  4- Zfl6 -4- ûèc]  =  G. 


Les  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré  sont  p.  /:/, 
ic 

p  +  a  -1-  V  =  X  -i-  Y  -;-  Z  -i-  a  -F-  è  -r-  c, 


V  5  on  a  donc 


1  p  -f-  vp  +  ppi  =  X  (  6  -!-  c  j  -!-  Y  (c  H-  a  ) 

-i-  Z  (  rt  +  6  )  -^hc  -\-  ca  -\-  ab. 


pptv  =  X  if'  -t-  Y  <:«  -;-  Z  r/è  -H  «ir, 

et  1  on  déduira  de  ces  formules,  en  les  dilléreutiant  par 

rapport  à  x, 

rfp  d^         ch  

(ix        dx         dx 

do  du.  (h 

i'''-è''"'^7û-'-P^dx'-=^^'- 
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En  mullipllaut  ces  ('■(jualions,  la  première  par  p',  la 
deuxième  par  — p,  la  troisième  par  i,  et  ajoutant,  on 
trouve 


(p_^)(p_  V 


dx 


;p_^,)(p_e)X', 


et  l'on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  -f-t  -r-»  — 


J'écris  ces  valeurs  comme  il  suit  : 


d):    dx    dy 


(3; 


dp 

do 

dp 

d.T. 

dy 

dz 

{9-a)[p-b)[p~c) 

X' 

Y' 

7J 

(P  —  P)  (?—•■') 

p  —  a 

p-b 

p-c 

d^ 

d.T. 

d^ 
dr 

du. 
7h 

{v.  —  a)[^—b]{^  —  c) 

_X'  Y'  Z' 

p — a        p.  —  b       fx  —  c 


d-J 

d'j 
d) 

dj 

TTz 

X' 

Y' 

Z' 

^)(p  — p] 


6)(v- 


pj(v  —  pj 


I   V  —  a       V  —  b        V  —  c 

Les  conditions  d'ortliogonalité,  qui  sont 
dp    df/.         dp   du.         dp   d^ 


d.T  dx  dy  dy  dz  dz 

r/fi   d-i  d'j.    d'j  dy.  d'j 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 

d'j    dp  dv    dp  d-j  dp 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 


O, 


O, 


O, 


do 


vont    devenir,     en    substituant    pour    -*-;   «■•    leurs   va- 


dx 


24. 
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leurs  (3), 

^'2  Y'2 


(f*  —  a){v  —  a)     '     (fy.  —  b)  (v  —  b)     '    (,a  —  c)  (v  —  cj 


=  0, 


(^^  '  '^■-a)[p-a)  -^  [.-b)[p-b)  -^   (v-c)(p-c)  =°' 
X'=  Y'^  Z" 


(5)  J 


[y-  —  «)  (^  —  «) 

'     (f*-^)(v-è)          (fx-c)(v-c) 

X 

Y                                Z 

("■'  —  «)  (p  —  «) 

•     (,_6)(p-6)     ■      (v-c)(p-c) 

X 

Y                                Z 

1                                   1 

{p~«)(p  — «) 

'    (p-*)(f^-^)         (p-^)(.---) 

\   (p  —  fl)  (p  —  a)  (p  —  è)  (fx  —  è)         (p  —  Cj  [u.  —  Cj 

Or,  en  retranchant  deux  à  deux  les  équations  (i),  après  la 
suppression  d'un  facteur  commun,  on  trouve 

X  Y  Z 


o. 


et  la  comparaison  des  formules  (4)   et  (j)  donne  immé- 
diatement 

^  _  ^"'  _  ^ 
X  ~   Y  ~  Z  ' 

Ces  relations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  x,j',  2,  les 
rapports  précédents  doivent  être  constants  ^  on  aura  donc 

X'=        Y"       Z'       ,, 
■x  =-Y  ^Y^^'^' 

dX  ,— -  dX 

-—  =  2  V^X,     dx  =  — -  -  . 

^•^  2  v/Tx 

En  intégrant  et  désignant  la  constante  par  a'o,  on  a 
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Cl  par  suite 

X--=/(•(.r-^„)^      Y  =  ^-{j-jV,\      Z=rr/-(z-3„)'. 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-nièincs,  et  fai- 
sant A=  I,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  solu- 
tion, on  aura  donc 

et  le  système  orthogonal  cherché  sera 

.?■'  r'^  z* 

'        •"         H =  1, 


p  —  a         p  —  b 

X-                y-                z- 
.  _f-  _^_      H —  I, 

f*  —  a        p.  —  o         u.  —  c 


X'-        _        y  z' 


C'est  le  système  orthogonal  connu  des  surfaces  homofocales 


du  second  degré. 


Problème  n°  68. 


Déterminer  la  fonction  U  de  Jt'f  j',  ^,  de  façon  que  le 
système  des  surfaces  représentées  par  les  trois  équa- 
tions 

1      .T-        ^        y-  s'  ] 


P 

.r- 

a 

b 

p 

— 

f 

u 

I 

f* 

— 

a 

' 

p  — 

b 

' 

^ 

— 

c 

u 

.7-5 

-i- 

.r' 

+ 

z» 

= 

I 

V 



a 

V   

b 

V 

— 

c 

U 

où  p,  p,  V  sont  des  paramètres  variables,  a^  h,  c  des  con- 
stantes, soit  un  système  orthogonal. 
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En  opérant  comme  précédemment,  on  trouve 


12, 


dp 

du. 

dv 

dx 

djj 

d.T. 

dx 

2U.r 

o.U.r 

d\5 

2U.r 

rfU 

h 

p  —  a 

d.r 

• h 

p.  —  a 

dx 

V  —  a 

d.T 

dp 

du. 

d-i 

dy 

dy 

dy 

2U.r 
p-b- 

d\} 

dy 

aVy 
p.-b^ 

d\]~~ 

dy 

2U>      ■ 
V  — 6    ' 

d\} 

dp 

dj. 

e/v 

dz 

dz 

dz 

■ h 

p~c 

d\] 

dz 

iVz 

■ 1- 

d\]  ~ 

dz 

l\]z 

h 

y  —  c 

f/U 

do    du. 


Les    conditions   d'ortliogonalité  -f-  —  -{-...  =  o  devien- 

^  d.r   dx 

nent,  en  tenant  compte  des  relations 


+ 


r 


(d^ 

\dx, 


o, 


/  /^V-.(^y_;_(^^)^ 


4-  2 


(4) 


4  .,^(_^__j_) 
h) 


rfU  /      I 


dy   \p~  b         fi 


\p  —  c   ~^   y-~i  jj 


Les  deux  autres  équations  se  déduiraient  de  la  précédente, 
en  remplaçant  p  el  [jl  par  p  et  v,  puis  par  v  et  jO.  jNous  sup- 
poserons écrites  ces  deux  nouvelles  équations;  en  rctran- 
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cliant  la  première  Je  l'équation  (4),  ou  aura 

^^  /_i i_\  f^/      '  »     \ 

e/.r    \p  —  a  v  —  a /         '      r/j      \p  —  0  v  —  ù J 

r/U  /       i  1 

-t-  3  -7- 

az    \û  —  c         »'  — 


:0, 

«ft     \p  —  f:  »'  —   f  / 

c'est-à-dire 


dl5  dl]  dU 

.r Y Z 

dj:  dy  dz 

(p_a)(v_«)  (p_/,)(v-  h)  "^  (p_c)(v  — c)  ~°* 

et  Ton  aurait  deux  autres  relations  pareilles  en  p.  et  p,  et 
en  V  et  /ji.  Comparant,  comme  dans  l'exercice  précédent, 
ces  relations  aux  formules  (3),  on  en  déduira 

rfU  d\3  dH 

:r Y z ■ 

d.r  dy  dz 


.r-  y^  z- 

ou  bien 

^U  _  ^U  _  d\} 

d.  :r'        d.  j^        d.  z- 

d'où  l'on  conclut 
en  posant 

Il  r=  .r^  -<r  J)  "  -\-  Z^. 

On  tire  de  là 

dU  ,      ,       ./U  ,,    ,       rfU 

dr  '  dy  -^       '  dz  '     '^ 


et  l'équation  (4)  va  devenir 


4«'l>'^;«  j  -f-  4  (  " 


V"  z^ 

— — _  _j 

p  —  o        p  —  c 

H ^-—  H ^ —  ]  *  f  «  '  *'   «  )  =;  o, 

;        |i  —  o        p  —  c 
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c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (i), 

4>'(«)  [//*'(«)  -+-  2*  («)]=:  0. 

On  a  donc 

1"  $'(«)  =  o,      *(«)=.  const. ; 

on  peut  prendre  ^(n)  =:=  i,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  les 
surlaces  homofocales  du  second  degré. 

9°  «'!>'(«)  -1-  2  «I>[  if  ;  r=z  o 

ou  bien 

-^-{  +  -  =  o, 

d'où,  en  intégrant,  et  faisant  la  constante  égale  à  i, 


$(«)  = 


I  I 


u'        [.x^ -\- y^ -h  z'Y 
liC  système  auquel  nous  arrivons  est  donc  le  suivant 

p  —  a         p  —  o         p  —  c 

.=  (.7"-l-,7•■•'-l-z»)^ 


(z  —  a         fA  —  />         y. 

.T- 

V  —  a         V  —  h     '     V  —  6" 


-1 : — -  ^ ;  =  I -^'-t- r'  -H  a'j' 


C'est  le  système  des  surfaces  homofocales  du  second  degré 
dans  lequel,  à  la  place  do  a;,  7-,  -,  on  met 


■r-  -i-  Y-  -r- 


y 


z 


•^'  +  J^  +  s'      «'  H-  J*  -^  2' 

formé  par  rayons  vecteurs  réciproques 


^ — -',    c'est    donc    ce    système   irans- 
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Problème  n°  69. 

Dètenninor  les  J'onclions  les  plus  géncrales  (p  ef  '1,  de 
façon  que  les  surfaces  représentées  jnn'  l'éf/uation 


«  =  ?(2)^(^^] 


oh  oc  est.  un  paramètre  'variable,  constituent  l' une  des  fa- 
milles d'un  sjstème  triple  orthogonal. 

Nous  changerons   do  variables  et   nous  prendrons  des 
coordonnées  polaires  dans  le  plan  des  xj  : 


.r  =  rcos9, 

J 

-~  r  81110; 

nou 

s  lirons  de  là 

/  dr 

dr          .    . 

l  — -  =  cos6, 
j  ax 

—  =r  sin9, 

dy 

{^) 

\  dB              sinO 

dd        ces  9 

\  d.v                r 

df  ~~     r 

L'équation  (i)  deviendra 

(3)  a=/(9)<p(z), 

et  nous  en  tirerons 

doL  y,  „N    ,    V  sine 

I  dx  r..     s     ,    ,  ces 9 

(4)  ^=+/';e)?(-)— ' 

Nous  cliercherons  d'abord  l'équation  générale  des  sur- 
faces qui  coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  (i)^  au 
lieu  de  faire  figurer  dans  cette  équation  x,  j",  z,  nous  y 
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ferons  entrer  /■,  0  et  z.  Soit 

P  =  'h{r,  9,  z) 

l'équation  de  ces  surfaces  où  (3  est  un  paramètre  variable; 

nous  aurons 

1'  ^/fi  r/S        sinO  ^/3 

-^  .—  cos  Ô  -!- •  -^  » 

l  </./•  r/A  /•       <^/6 

1  É?8  .    „  JS         cosO  r/S 

^     '  \  dy  dr  r      <r/Ô 

I  r/p  _  r/p 
I    ITz^  Vz' 

La  condition  d'orthogonalité 

_! 1 __! ; _i_r=0 

^x  </.r         </j    dy         dz    dz 

va  devenir,  en  tenant  compte  des  relations  (4)  et  (5^, 

(6)  ^/'(9)?(^)^-/(ej?'(^^)f  =  0. 

Pour  intégrer  cette  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles, nous  considérons  le  système  suivant  d'équations  si- 
multanées : 

dr  r'd^  dz  d% 


qui,  en  appelant  C,,  C2,  C3  trois  constantes  arbitraires, 
nous  donne 


dz  -t-  Cj, 
=  €3. 
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L'intégrale  générale  tlt;  ré(|ualion  (G)  est  donc 
Nous  poserons,  pour  abréger, 

dz  —  'I>  (  z ) ,      d'où       -^^^  =  «!>'  (z  'i , 
<p  [z] 

(9)  «^/.^Flôj-^iz), 

et  nous  aurons 

Donnant  à  la  fonction  ai'bitrairc  /^  deux  formes  distinctes 
Xi  ^^  X^i  ïious  ferons 

et  nous  aurons  là,  en  considérant  (3  et  y  comme  des  para- 
mètres variables,  les  deux  autres  familles  du  système  or- 
thogonal, pourvu  que  nous  puissions  déterminer  les  fonc- 
tions j(i  et  j(^2)  dt."  façon  que  l'une  quelconque  des  surfaces 
j3  coupe  à  angle  droit  l'une  quelconque  des  surfaces  y, 
c'est-à-dire  de  manière  qu'on  ait,  quels  que  soient  x,  y^  z^ 

d^   dy         dp  dy         r/j3    dy  _ 
dx  dx        dy  d)  dz    dz 

équation  qui,  en  exprimant  les  dérivées  de  |3  et  y  relatives 
à  x,  Y-)  ^  ^u  moyen  de  celles  relatives  à  /■  et  m,  devient 


d^   dy 
du   du 


10 


dr  dr  \_\dx)     '    \djj  \        \du 


dy         d^  dy' 
dr         dr  du 


du  dr         du   dr 
dx  d.r        dj    dy 
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Or  de  la  valeur  (9)  de  u  on  tire 

—  =  2  /-F  1  ô   cos  9  —  /■  F'  ô  ;  sin  S, 
da:  '    ' 

—  zi=2rF   r   sm^-i-z-F    6   ces  9, 
dy 

du  , ,    , 

.  ,  ,      (^/«      du     du  ,-.        i      dr 

Ln  substituant  ces  valeurs  de  --•,  -—■,  —-  et  celles  de  --» 

dr     dr      dz  d.r 

— ,  — ,  l'équation  (10)  deviendra 
dy    dz  ^ 


)  du  du  -^  ^ 

(  '    \du  dr        dr   du) 


d^  dy 
dr  dr 

2rF    e    =  O. 


Cette  équatioii.  dans  laquelle  0  doit  être  remplacé  par  sa 
valeur  en  2,  /•  et  u^  tirée  de  l'équation  (9^,  doit  avoir  lieu 
quels  que  soient  it^  r  et  z^  et  en  particulier  z  en  doit  dis- 
paraître; toutes  les  dérivées  de  l'équation  (11),  prises  par 
rapport  à  2,  devront  être  nulles.  Remarquons  que  ::  n'entre 
que  par  ^[z]  et  4»'(z).  Pour  plus  de  clarté,  nous  emploie- 
rons 1(^5  notations  suivantes,  en  remarquant  que,  les  fonc- 
tions 4>^:;)  et  F(ô)  une  fois  connues,  on  en  peut  déduire 
^'-[z)  en  fonction  dm  ^  [z)  et  F"  (0;  en  fonction  de  Y[B]  : 

F'^(e:,=:F.[F(9j]. 
Or  la  formule  (9}  donne 


Nous  aurons  donc 


F'=(«)=F,('i-X^) 
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et  l'équalion  (i  i)  dovieiKlra 

^   (|:^^[ii^ti^.-,-p,(";.-^).v..,] 

\  dr  (Ir        \  (Ir    du         du   dt  J  r 


Cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  \\  prenons-en 
la  dérivée  première  et  la»dérivée  seconde  par  rapport  à  /, 
et  nous  aurons 

du   duy         r^  \     ''     /  J 

\dr  du         du   dr  J  r 

du  du  |_;-        r-      '\     r'     )  '^    ' ] 

Ecartant  l'iiypotlièse 


du  du 

qui  ne  conduit  à  rien,  comme  on  s'en  assure  aisément,  il 
reste 

(i3)  8+r;(^Ur=4.';(>)  =  o, 


et  celte  équation  doit  avoir  lieu,  quels  que  soient  u,  /.  et  /•, 
ou  quels  que  soient  — —■,  r^  el  À 5  on  doit  donc  avoir 


-f-F'; 


^1 


La  première  de  ces  équations  nous  donne,  en  désignant 
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par  Ji  et  B  deux  constantes, 

*,(X)  — -f),  — B'; 
n  ' 

et,  remettant  au  lieu  de  4>i  (À;,  <^'-(z)  ;  au  lieu  de  ?.,  ^(^), 
nous  aurons 


/2 


dz 


y/-  v'<i'(^)-B, 

,'«        d<i?[z) 

V    2     y<t.(z)   —  B' 


On  en  tire,  en  intégrant. 


2 —  2o    =  v/2«  y''*(z)  —  B, 


^-^o'      .4.(z)-B. 


2/Z 


Reportant  dans  la  dernière  équation  (8)  et  supprimant  la 
constante  ^05  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la  so- 
lution, 

o[z\         z 
ç'(z)  ~  n 

et,  en  intégrant, 

(p(z)  =  3". 

Je  n'introduis  pas  une  constante  5  elle  se  fondrait  avec  a 
dans  l'équation  (i    , 

Voilà  donc  une  de  nos  fonctions  déterminées^  il  nous 
reste  maintenant  l'équation 

8  +  F"7îi^)z=o     ou     8-f-r,[F(9)]  =  o; 
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d'où  l'on  lire,  en  dcsiguaiit  par  A  cL  C  deux  conslanlcs, 

F,[F(0)]  =  F"(9)=-4F^(e)+8AF(ô)-h4(C»-A'^, 


F'(0)   =±:i^'—[F{Q)~-A]^-\-0, 
dF{Q) 


2dQ 


V'C'— [F(0)-A]' 


Eu  inlcgranl,  ou  aura 


„,                    F(0)  — A 
—  0„  )  =  arc  cos '- , 

'FlQ]  =A±Ccos2f9  — ( 


et  la  première  équation  (8;  donnera 

/fe] 


/'(q; 


?.  c  sin  2  f  9  —  9o 


On  tire  de  là,  eu  supprimant  la  constante  9q  et  n'en  met- 
tant pas  d'autre  dans  la  nouvelle  intégration, 

/(0)  =  (tang6f*^; 
donc 

ni  y 

a.=z"[  — 


On  peut  écrire  simplement  a  =  s"  -  •  Voici  donc  la  conclu- 
sion à  laquelle  nous  arrivons  :  pour  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  a  =  (p(^)^l  — 1  constituent  l'une 
des  familles  d'un  système  triple  orthogonal,  il  faut  que 
(^[z]  =  z"  et  "t^  (  -  )  =  —  5  c'est-à-dire  que  l'équation  pro- 

posée  soit  a  =  z"  -  • 
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Problème  n^  70. 

Etant  donnée  l'une  des  familles  de  surfaces  d'un  sjs- 
tème  orthogonalj  représentée  par  l'équation 

(I)  «  =  ."£, 

trouver  les  deux  autres  familles  du  système. 

Nous  pourrions  nous  appuyer  sur  les  formules  de  l'exer- 
cice précédent;  mais  nous  préférons  traiter  le  problème 
directement.  Soit  (3  =  o  l'une  quelconque  des  surfaces  des 
deux  familles  cherchées;  nous  devons  avoir 

(l'x    rip         ch.  dp         doc   dp  _ 
dx  dos        dy  dy         dz   dz 

Cette  équation  devient,  quand  on  y  remplace  les  dérivées 
de  a  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (i), 

\   dp        \   d^        n  dp 
^  X  dx        y  dy        z   dz 

Pour  trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  nous 
avons  à  intégrer  le  système  suivant  d'équations  simul- 
tanées : 


Nous  en  tirons 


zdz      d% 
xdx  =  ydr  =^  =  —  • 


C,  =  z'  —  ny- 


et,  par  suite,  l'intégrak'  générale  de  l'équation  '  -i     est 
p  —  9>(j:'-f-^-,  s=—  Il  y-]. 
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y  étant  une  fonctinu  arbitraire.  Aoiis  poserons 
(3)  «  =  x'H->-,      r  =:  z' — nj-, 

et  nous  aurons 

(4)  P  =  ?(«-'-).    v^^l",»^)- 

Il  nous  reste  à  exprimer  que  la  condition 


38.- 


f/.r  f/.c 


'(r  dj 


dz   dz 


=  o 


est  vérifiée,  quels  que  soient  x,  j  ,  z.  On  peut  écrire  cette 
relation  comme  il  suit  : 


d^   dy  r/^^«\-        f^f" 
dû   dïilX'dr)   ^  \^j 


r/S   dy  r  f  dvY        /di'\n 
dQ   d'i         dfj  dy\    /du   di 


du  dv 


df   du 


f/r  d) 


OU  bien,  en  remplaçant  les  dérivées  de  u  et  u  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (3), 


,  rZ3  dy         dR   dy 
^  ^   '  du  du        dv   dv  "• 


n-j 


<YS  dy         r/S   dy 

—  ny-  — ^  -I —  ^  o. 

du  dv         dv    du 


Remplaçons,  dans  cette  équation,  x-  et  z"-  par  leurs  valeurs 
en  zf,  (.'  et  7  %  tirées  des  équations  (3),  et  nous  trouverons 


d^  dy       d%  ^7  ^   ,    ,  ,       ^^ 

du  du         dv   dv  '     '  "  '' 


d^   dy         dp  dy 


"•^    *  du    d 


dv  du 


Cette  équation,  qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  «,  k> 

T.  —  Rec.  25 
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olj^*,  va  se  dédoubler,  (^t  il  viendra 


d^ 

^7 

d^ 

dv 

du               (' 
d^ 

dp 

du 

dy 
du 
c/y 

dw 

dv 

d'où  l'on  tire 

du 

dv 

=  «  4-  I 

1 

u 

4 

(6)                — - 

=  «+  I 

+  y/;«  +  i: 

u 

^^)                 ^v  ~ 

di' 

Considérons  la  deuxième  d(;  ces  équations  aux  dilîérences 
partielles;  nous  en  déduirons  les  équations  simultanées 


du  —  di' 


'/ 


'■  /  ^        4''         " 

«  -f- 1  +  W  ( «  +  I  )'  -h  ^^ 

Pour  intégrer  la  première  de  ees  équations,  nous  poserons 

[u  -f-  i)"4-  ^-  =  4''î  *^^  "1  ^11  résultera 
^  '  u 

du  itdt 

1 


I  —  n' 

4 


On  trouve,  en  intégrant, 

1  n-\\ 

Z'[-=u    -y.t  -\-  n  -\-  \)  "~  (  2  Z'  4-  I 
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OU,  en  ri-inj.laïaiii  /  par  sa  valeur, 


-6Sy 


C,  =  «"[^y///4-i)'-h^-f-«-f-iJ 


Ou  a  donc,  coinnie  intc-grale  générale  de  réqualion  [6j, 
y  ■=  H' ÎCt'      ou  simplement      y  =i  C,, 

c'est-à-dire 


On  trouverait  de  même 


I  --t- n  —  I 


Ces  équations,  dans  lesquelles  il  faut  remplacer  u  et  w  par 
Il  =  x^  -+-  -)  ",  i^  =  z'  —  71) '■  sont  celles  des  l'amilles  clier- 
cliées. 

On  aura  donc  le  système  suivant  de  surfaces  ortliogo- 
nales  ; 


a  :=  2  '  — 


\  ><[\'[ri-i-iya:'>-{-n—i]y'-i-^z^-\-[n—i]s,'.r:'^y']"~\ 


tri 
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Comme  vérification,  faisons  n  =  i;  nous  aurc'as 


ou 


(v/.r;^  +  s-4-  \I.T'-+-y^-)\      7  =  4W-^'—  Z'—Sl-T'^yf 


C'est  Lien  le  système  trouvé  par  M.  A.   Serret  pour  les 
surfaces  qui ,  avec  le  paraboloïde  a  ;=  -— ?  forment  un  svs- 

tèine  orthogonal . 

Nous  remarquerons,  en  terminant,  que,  d'après  le  théo- 
rème de  Dupin,  nous  saurons  maintenant  trouver  les  lignes 
de  courbure  de  tous  les  conoïdes  représentés  par  l'écpiation 

""—  =  a^  ces  lignes  sont  les  intersections  du  conoïde  pai- 

les  surfaces  (9)  ou  parles  surfaces  (10). 

Remarquons  encore  que  chacune  des  surfaces  (9)  et  (10) 
peut  être  engendrée  par  l'intersection  des  cvlindres 

.t} -\- y- z=z  const.,      3- —  7?)    =-const., 
se  déplaçant  suivant  une  loi  déteriuinéc. 


Fl>. 
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